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1

Problemas que deram origem a
mecanica quantica

No final do século passado, os fisicos se depararam com alguns problemas
que nao tinham respostas dentro da Fisica Cldssica, cujas bases jd estavam
bem estabelecidas naquela época. Sao eles:

e Radiacao do corpo negro

e Efeito fotoelétrico

e Radiacao eletromagnética dos dtomos
e Calor especifico dos sélidos

Atualmente esses problemas sdo comumente relacionados com a origem
da Mecanica Quantica:
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1.1 Radiacao de corpo negro

Neste capitulo, vamos estudar a radiacao de corpo negro. Com base em
resultados experimentais, podemos dizer que:

a) Todos os corpos emitem radiagao eletromagnética quando aquecidos.

b) A medida que a temperatura aumenta, o corpo muda da coloracio
vermelha ao branco.

¢) A baixa temperatura a radiagdo estd no infravermelho e, por isso,
invisivel.

d) Mesmo um corpo estando a uma temperatura mais baixa que o meio
ambiente ele continua a irradiar.

A partir desses resultados nasce a questao: Por que um corpo nao se
esfria até o zero absoluto?

A resposta a esta questdo pode ser construida com base nas observagoes
de vérios pesquisadores. Cronologicamente, tem-se:

1.1.1 Teoria de troca de Prevost

1809 — Teoria de Troca de Prevost

” Existe um intercimbio permanente de calor entre os corpos
vizinhos, cada um irradiando como se 0s outros nao estivessem
presentes; no equilibrio, cada um absorve exatamente tanto quanto
emite.”

1.1.2 Leis de Kirchoff
1859 — Lei de Kirchoff

7 A razao entre a emitdncia e absortdncia de um corpo sé de-
pende da frequéncia da radiacao e da temperatura do corpo, e é
independente da sua natureza.”

Definition 1 Emitdncia (E,) é a energia radiante emitida por um corpo
com frequéncias no intervalo v e v+dv por unidade de tempo e por unidade
de drea.

Definition 2 Absortdncia (A,) é a fra¢io da energia incidente, dentro do
intervalo de frequéncia v e v + dv, que é absorvida pelo corpo.
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Placa 1 Placa 2
S, E,, A, S, ey, ay
. E,S =
> a,B,S

E;S - aES=ES (l-a)
A\E,S (1-a,) <

ES (1-a) (1-A)
> S (1-a,)(1-A)

<

FIGURE 1.1.

Para uma frequéncia v, podemos calcular a quantidade de radiacao ab-
sorvida pela placa 2.

a) Devido & emissao da placa 1:

1 — 2
= ES+a,E,S(1—-a,)(1-4,)
+a,E,S(1— a,,)2(1 — Al,)2 +--a,

Escrevendo k = (1 — a,)(1 — A,) < 1 e substituindo na expressao acima,
encontra-se

1 - 2
= a,E,S+a,FE,Sk+a,FE,Sk*+---
= a,BE,SQA+k+k+--)

a,E,S

1-k

onde usamos o resultado da soma de uma PG com razao q < 1.

b) Devido & emissao da placa 2:
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Placa 1 Placa 2

S, E,, A, S, ey, ay
eyS
AveyS <

&S-AgS=¢S(I-A)

ea,S (1-A))

Ave,S (1-a,)(1-A))

>

&S (1-a)) (1-Ay)

W

&S (1-a,) (1-A)°

ES (1-a) (1-A)?

>
.
.
.

FIGURE 1.2.

2 = 2

= aye, (1 —A)S +aye,S(1—a,)(1—A,)?

= aye,(l—
a1 -
1-k

aye,S(1—a,)*(1— A% +---
ANSA+E+E +---)
A) 8

Aplicando a lei de troca de Prevost para a placa 2, obtem-se:

e, S

e,(1—k)S
ey[1—(1—a,)(1—A))]
e, A,

ay

Este resultado nos diz que a relagao

A

v

a, E,S  aye,(1—A4,)S
1—k 1-k

a, B, +aye,(1—A,)

a, B, +aye,(1—A,)

a, B,

E,

A,

independe da natureza dos corpos e,

v
portanto, dependemos apenas da frequéncia v e da temperatura 7. Podemos

entao dizer que
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FIGURE 1.3.

E, o
1= f(v,T),fungao universal de v e T.
1860 - Kirchoff introduziu o conceito de Corpo Negro (A =1)
A partir desse conceito Kirchoff concluiu que a fungdo de distribuicao

f(v,T) é igual ao poder emissivo de um corpo negro, isto é
E, = f(v,T) = poder emissivo de um corpo negro

A partir desse resultado, estabeleceu também a relago entre a radiagao
emitida por um corpo negro e por uma cavidade (um forno, por exemplo),
através do Teorema da Cavidade, cujo enunciado diz que

” A radiacdo dentro de uma cavidade isotérmica o temper-
atura T é do mesmo tipo que a emitida por um corpo megro.

”

Por este teorema tornou-se possivel calcular a funcao universal f(v, T),através
do poder emissivo de uma cavidade. Seja u(v,T) a densidade de energia
radiante com frequéncia entre v e v+dv emitida por uma cavidade que pos-
sui um orificio de drea AS. A energia contida no volume AV = c¢AS cosf
no memso intervalo de frequéncia é u(v,T)AVdy. Assim, a energia emi-
tida pelo orificio num angulo sélido df2, considerando o espaco isotrépido,
¢ (v, T)cAS cos Odv. Integrando dS2 (= senf df dyp),uma vez que a en-
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ergia nao depende da diregao, encontra-se

/”/2 cos 0 sin 6dO /2“ 1
R rs ey dp = =

Logo, a energia total emitida pelo orificio por unidade de tempo com
frequéncia no intervalo entre (v,v + dv) é

EAS u(v,T) dv

e Cavidade < corpo negro = energia emitida ¢é igual a emitancia do
corpo, isto é,

E,ASdv=AS f(v,T)dv = EAS u(v,T) dv

Entao: .
fv,T)= Zu(u, T)

1.1.8 Lei de Stefan-Boltzman

1879 — Lei de Stefan

As experiéncias de Tyndall mostraram que a quantidade total de radiacao
emitida por um fio de platina, aquecido a 1473 K erall,7 vezes aquela
emitida pelo mesmo fio a uma temperatura de 798 K. Stefan percebeu que

1473\ *
<_798 > = 11,609 e concluiu que a radiagao total ¢ proporcional & T,

isto &, u(T) = oT™.

1884 — Boltzman

Ap6s cinco anos, Boltzman d4 sustentagdo tedrica a lei de Stefan, com
base nas leis da termodindmica. De fato, partindo da equagdo de estado

- U . . .
para a radiacgao, p = ex e usando as duas primeiras leis da termodinamica

dQ = dU + pdvV,
dQ=TdS (U=uV)
TdS = dU + pdV,
dU = d(uV) = Vdu+udV

TdS = Vdu+ (p+u)dV
Vdu + %u dv
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\% 4du
s = Tdu+3—TdV—>S(u,V)
S oS
s = (=) d =) d
dS = Mdu+ NdV
os Vv
M= %=7
0S  4u
N = _— —
ov 3T
(dif.exata) — %M = %N
O (VY _ 9 du
ov\T) — 0Ou\3T(u)
1o 4 dwr
T 3T 3T%du
du _ du
ar T

Boltzman encontrou o resultado obtido por Stefan, isto é,
u=al*

Para T =0, u(0) = 0. (o = 7,061 x 10~ erg/cm? K*). Devemos notar
que esta relacao nao leva em conta a distribuicao espectral da radiacao,
isto €, nao depende de uma frequéncia em particular.

1.1.4 Leis de Wien
1893 — Lei do Deslocamento de Wien:
u(v,T) = 3 f(v/T)
1896 — Forma empirica de Wien:
fw/T) = Ce T =
u(v,T) = Crie Pt (% — grande)

1.1.5 Let de Rayleigh-Jeans

1900 — Rayleigh-Jeans

A partir da lei da equipartigdo (cldssica) da energia dos modos nor-
mais da radiagao eletromagnética no intervalo de frequéncia v, v + dv,
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2
Rayleigh-Jeans obtiveram u(v,T) = 87T3V kpT. Comparando com a lei de
c
8
Wien, obtem-se a distribui¢do de Rayleigh-Jeans: f(v/T) = WjT)kB =
8 kBT
=

O procedimento para obter este resultado, estd baseado nos seguintes
resultados:

Lei da FEquiparticao: Todo sistema, cuja energia total pode ser
expressa como a soma das energias em cada grau de liberdade e,
se a energia cinética de cada grau de liberdade é proporcional ao
quadrado do momento correspondente aquele grau de liberdade,
entao o valor médio da energia cinética, por grau de liberdade,
estando o sistema a temperatura 7', é igual a K = %k:BT.

Para a radiagao:

/
E= Z (ip? + B,47) = Z(Kz +Ui)

i=1 %

onde ¢; e p; sao coordenadas normais que descrevem o estado do campo
eletromagnético. Assim, a Lei da Equiparti¢do nos diz que

<Es> = <Ks> + <Us> = kT

Em outras palavras, cada modo normal de vibracao possui uma ener-
gia total igual a kpT. Portanto, para conhecermos a densidade de energia
u(v,T) no intervalo de frequéncia (v, v + dv) precisamos conhecer quantos
modos normais de vibragdo existem neste intervalo. Chamando este nimero
de Z(v),temos

u(v,T)=Z(v) (E) =Z(v) kT
Célculo de Z(v):

2L 2L 2L
a) Caso da vibragdo de uma corda: A = 2L, TR ()\n =— n=123.. )
n

— Frequéncia: v,, = /\i = n%, v é a velocidade de propagagao.
0 =VUpy1—Vn = % Entao o nimero de oscilagdes no intervalo
(v,v+ Av) &

Av 2L
ZW)Av = — = —A
(v) Av 5 o Av

Em 1 dim: n — 1 é o nimero de nodos da vibracao.
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b) Radiagdo: Cavidade ciibica de aresta L , cujas paredes sdo refletores

ideais.
c
Ungnyn, = /12 + ng + n§—2L

Construimos uma rede ctbica uniforme, onde cada ponto corresponde
a uma frequéncia permitida. O nimero de frequéncias permitidas entre
(v,v + dv) ¢ igual ao numero de pontos da rede entre as esferas de raio r

e r + dr, onde
2L
r:,/n%—&—ng—i—nﬁz—u
c

Assim, o nimero de pontos é igual ao volume do primeiro quadrante da

T i
, 1sto &,

casca esférica de raios r e r + dr,que é igual a % (47rr2dr) =

o = T (2 (20
Z(l/)dy—2<c2u Cdl/ =3 vidy

Radiacdo — dois estados de polarizagao independentes: Z(v) = 2 Z(v)

LS
i v2dy

Z(v)dv = =

Energia total, por unidade de frequéncia:

Uwv)dv = Z(v)dvkgT

L3

%du = %du =udy = i—ZVQkBTdV

8T 4
u(v,T) = =V kT
Comparando com a lei de Wien, encontra-se

/1) = G

1.1.6 Lei de Planck

1900 — Lei da radiagao de Planck
Até entao a dificuldade residia na forma da funcdo f(v/T), da lei de

deslocamento de Wien
u(v,T) =v*f(v/T)

As formas propostas por Wien f (v/T) = Ce=#¥/T (valida para v/T > 1

81 k
) e por Rayleigh-Jeans f(v/T) = TLb

BT (valida para v/T < 1) ndo
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tinham validade para todo o espectro. Uma nova funcao foi obtida por
Planck, como uma interpolagao dessas duas, cuja base tedrica introduziu a
nocao de quantum de energia:

8w 1
FTy = ks

8mh V3
WD) = T et 1
onde kpf = h é a constante de Planck. A densidade de energia total da
radiagdo do copo negro é obtida, integrando-se u(v,T) em todas as fre-
quéncias, entre 0 e 0o :

w(T) = /O ~ ul T)dv

h
Fazendo =z = k—Vprtem—se

B
4 poo .3
u(T) = <873rk’B / x?dx > T
chd Jo et —1
que ¢é a férmula de Stefan.

Para obter seu resultado, Planck introduziu um postulado que, nao sé era
novo, como também discordadva dos conceitos da Fisica Cldssica. Como a
palavra Max Planck: ”(...) Se E for considerada como uma grandeza que
pode ser ilimitadamente divisivel, entao a redistribuicdo pode ser feita de
infinitos modos. Nds, ao contrdrio - e este € o ponto mais importante de
todo o céculo - consideraremos E como uma grandeza composta de um
nimero bem determinado de partes iguais finitas, e para isso usaremos a
constante da natureza h = 5,55 x 10727 erg s. (...) . Este postulado de
Planck hoje pode ser enunciado da seguinte maneira: ” Qualquer entidade
fisica, cuja tinica coordenada efetua oscilagdes harmonicas simples (isto é,
que seja uma fungao senoidal do tempo) somente pode ter uma energia total
€ que satisfaca a relagdo: € = nhv, n=1,2,3..., onde v é frequéncia de
oscilacdo, e h = 6,63 x 10727 erg s. ”

Vejamos como Planck aplicou este postulado ao caso da radiacao. In-
cialmente devemos lembrar que as ondas eletromagnéticas possuem uma
coordenada no sentido admitido no postulado, que as descreve instantanea-
mente, que é a amplitude, e esta varia senoidalmente com o tempo. Logo
a radiacao é uma entidade a que devemos aplicar o postulado de Planck,
para se determinar como a energia se distribui entre os graus de liber-
dade. Usando a distribuicao de Boltzmann em um sistema em equilibrio a
temperatura T :

eikBLT
Pe) = ———=
S e FBT
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Energia média de cada modo normal:
(B) =Y <P(e)
€

onde € = nhv, segundo o postulado. Logo:

—nhv/kgT
> ,nhve

<E> = Zn e—nhv/kpT

O problema agora é calcular estas somas. Antes, devemos notar que:

d
Znhu e hv/kBT _d( iy Ze_"hu/kBT

n n

kT

Vamos definir § = e €, = hv. Logo:

1
kT
Znao e P = —% Z e P

Resta-nos entao calcular a soma:
o0

Z e~ B0 — + e Beo + e~ 2P0 + e 3Peo + ..

n=0

Podemos identificd-la como uma PG de razao g = e %% < 1. Logo a soma

sera:
1 ePee

o0
. 1—ePeo  ePeo —1
n—

e
Zneo PR _di Z e e
n ﬁ n
d ePeo
S dBefeo — 1
_ g,eP%
(e 1)
Portanto:
e e’c0
B — Zamseen Gy
- Z e—nbeo - eBeo
n ePeo—1

€o
ebeo — 1
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Voltando as varidveis iniciais, encontramos:

hv

(E) = chv/ksT _ |

que podemos reescrever comao:

hV/kBT
(E) = <—ehy/kBT — 1) kT

hv kT
m. Para

encontrarmos a densidade de energia, precisamos multiplicar pelo nimero
de graus de liberdade no intervalo entre v e v + dv, que definimos como
Z(v)dv. Como para este cdlculo (no caso de Rayleigh-Jeans) néo usamos
consideragoes de energia, podemos tomd-lo como correto. Finalmente en-
contramos:

que difere da lei cldssica da equipartigao pelo fator v =

u(v,T)dv = (E) Z(v)dv

82 hv/kpT
(ehy/kBT - 1) kpTdv

3
que resulta na lei de Wien,

u(v,T) = v3f(v/T) — Lei de Wien

para
- 8 hV/k‘BT k‘B
fw/T) = = (ehv/kBT — 1) T — Planck
hv/kgT
que difere pelo fator v = em,/Vk/B% da fungao obtida por Wien:
fw/T) = i—gljk/—]; — Wien

1.2 Efeito fotoelétrico

AMAMM

1.3 Radiacao eletromagnética de atomos

1.3.1 O dtomo de Bohr

Em 1900, Planck havia explicado o espectro continuo emitido por um corpo
aquecido. O problema agora era entender a parte do espectro chamada
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Ha H, H, B . H,
6.563 4861 43414102 . 1646 (&)
Vermelho Azl Vidlda .. Ultra-Violeta

FIGURE 1.4. Espectro de emissao do dtomo de hidrogénio na regiao do visivel e
préximo do UV (Série de Balmer)

espectro de linha, que é emitido pelos dtomos e moléculas. A substancia
que apresentava o espectro mais simples era o hidrogénio, para o qual ja se
tinha obtido algumas informagoes.

Em 1868, Angstron publicou uma tabela de comprimentos de onda de al-
gumas linhas espectrais do hidrogénio. Com base nesses resultados, Balmer
(1885) estudou as regularidades das linhas de hidrogénio medidas por Angstron,
que caem na parte visivel do espectro, designadas por H,, Hg, H, e Hs.
Cada linha tinha o seguinte comprimento de onda:

9 16 25 36
Ao ==d, A g=—d, \y = —d, \s = —=d
CTE T RT T T a1 YT g
onde d = 3.645,6 A. Ele notou por exemplo, que os numeradores formavam
uma sucessao 32,42,5% e 62, ao passo que os denominadores correspon-
dentes sdo as diferencas de quadrados: (3% — 2%), (42 —2?), (5> —22) e
(62 — 22) . Destas observagoes, Balmer tirou a seguinte férmula para A :

n2
A= <2722) d, onde n = 3,4,5 e 6.

Rydberg (1890) estudou os espectros mais complexos do que os do hidrogénio
e mostrou que os espectros atémicos em geral podem ser classificados em
vérias séries e que as linhas em cada uma dessas séries podem ser represen-
tadas pela férmula:

1 1 R

A A (n+b)?
onde n é um numero inteiro positivo, A, significa o comprimento de onda
limite da série em consideracao, isto é, o comprimento de onda para o qual
convergem as linhas da série; R é chamada constante de Rydberg, uma
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constante universal, a mesma para todas as séries e todos os elementos.
Para o caso particular da série de Balmer, Rydberg usou sua férmula e

4
calculou a constante R : A\, = d, b = 0 - R = p ou R = 109.678

cm~'; b é uma constante que toma valores diferentes para substancias ou
séries diferentes, mas dentro de cada série tem um valor aproximadamente
constante.

1
Rydberg mostrou que o termo — pode ser expresso como

Aso (m+a)®’
onde m é um inteiro positivo, obtendo a férmula:
1 R R

v
Cc

A (m+a)® (n+b)
chamada férmula de Rydberg. Fazendo a = b = 0, temos:
1_ & _R
A m2  n2

e para o caso particular em que m = 2, temos a série de Balmer
1 1

= 0 (2— B n—)

_ 222 1

R \n2-22

_ 4n? 1

~ 4/d \n2 —22

Tl2
A= (m) -

Outras séries forma observadas mais tarde: Série de Lyman (1906) para
m = 1; Série de Paschen (1908) m = 3.

Em 1908, Ritz introduziu o que ele definiu como Termo espectral: T, =
n—Rz. Para isto, Ritz tomou como principio fundamental que as frequéncias
de cada linha espectral de um elemento podia ser expressa como a diferenca
entre dois termos espectrais:

> >

v=c(Tn—Tn)

conhecido hoje como Principio de Combinacdo de Ritz.

1.3.2 Postulados de Bohr

As experiéncias de , com espalhamento de particulas « através de laminas
finas, mostraram a inconsisténcia do modelo atomico de (v. figura abaixo).

Rutherford, entao, propés um novo modelo para o dtomo, baseado no
sistema planetério, isto é, toda a massa do dtomo estaria concentrada numa,
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T

Ts
Phand

I,
Brackett (IV)

Ts

Paschen (IV)

T,

Balmer(VIS)

Lyman (UV)

FIGURE 1.5. Termos Espectrais de Ritz: T}, = &

n

. -~
. .
protons . elétrons

FIGURE 1.6. Modelo atémico de Thomson: a carga positiva era distribuida con-
tinuamente no volume atoémico, enquanto que os elétrons (cargas negativas) fi-
cavam ‘encravados ' nessa distribuigao.
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" /jfj
préton B /
\\ \\“W

_ -

elétron

FIGURE 1.7. Atomo de Rutherford: modelo planetario. Os elétrons orbitam em
torno do nucleo. Este mesmo modelo foi adotado por Bohr (v. texto).

pequena regiao (o micleo) em 6rbita do qual os elétrons giravam atraidos
por uma forca do tipo 1/72.

Embora este modelo explicasse quantitativamente o espalhamento de
particulas «, havia nele duas dificuldades:

1) Como explicar os espectros da radiacdo dos dtomos que, como se

sabia da experiéncia, era do tipo N T,,— T, (Principio de Combinagao de

Ritz)? ( Pelo modelo de Rutherford esperava-se um espectro, cuja estrutura
fosse semelhante ao de uma corda vibrante.)

2) Como explicar a estabilidade do 4tomo, uma vez que, estando o elétron
em ¢rbita circular em torno do nicleo sob a agdo de uma forga (e, portanto
uma carga elétrica acelerada) e, de acordo com a teoria cldssica do eletro-
magnetismo, este teria de irradiar, perdendo energia e, consequentemente
indo colapsar com o niicleo? (Um cdlculo deste tempo mostra ser da or-
dem de 10710 s, o0 tempo de vida de um dtomo. Isto sabemos que nao é
verdade!).

Para explicar a estrutura espectral dos dtomos e evitar os problemas
de estabilidades verificados no modelo de Rutherford, Bohr introduziu em
1913 um modelo atémico, baseado nos seguintes postulados:

12 Postulado de Bohr: Um dtomo sé pode ter energias discretas com
valores Fy, Fo, ..., B, que sao caracteristicas de cada dtomo. Nesses esta-
dos permitidos, o dtomo nao emite radiagcdo. Esses estados sao chamados
‘estaciondrios .

22 Postulado de Bohr: A emissio (ou absor¢io) de radiagdo por um
datomo ocorre quando o dtomo passa de um para outro estado estaciondrio.
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Este processo, chamado ‘salto qudntico ’ou ' transicdao ' dd origem & emis-
sao (ou absor¢do) de um féton, cuja frequéncia de radia¢io emitida (ou
absorvida) é dada por:

hvym = By — By, onde E,, > E,,.

As justificativas dos postulados de Bohr sé podem ser encontradas, comparando-
se algumas de suas previsoes com os resultados experimentais. Por exemplo,
comparando-se o segundo postulado com os resultados experimentais para
o hidrogénio (série de Balmer) temos:

E,=——"
n n2

) (1'1)
a energia é negativa pois temos estados ligados (U < 0, K > 0, |K| < |U],
E=K+U<D0).

Para calcular R, Bohr usou o que chamou de Principio da Correspondén-
cia, que diz:

‘Na situacao limite, na qual o discreto é quase continuo, a nova Mecdnica
deve reproduzir os resultados cldssicos ’

No caso considerado, a situacao limite é: n,m grandes. Da série de
Balmer, temos:

C m2—n2

Vo= X:CR<W)

_ plmonlmtn)
men

Nesta situacao limite encontramos:

2ncRk
V= ~y
4
onde usamos vy =m —n = 1,2,3, ..., e, sendo m,n grandes podemos con-

siderar m ~ n — m + n ~ 2n. Logo,

V.= Vn,
2cR
=

relagao que nos diz que as frequéncias v sao multiplas de v,,. Das expressoes
de E, e v, podemos encontrar uma relacao que seja independente de n no
limite de n grande e, portanto vilida na fisica cldssica de acordo com o
principio de correspondéncia de Bohr. Entao, para n grande:

(_En)3 (hc}(?)(%
2 Ry
n6
h3cR

4
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e,m

FIGURE 1.8. Ilustragao da orbita eletronica no dtomo de hidrogénio, segundo o
modelo de Rutherford-Bohr.

independente de n! De acordo com o principio de correspondéncia, esta
relagao deve ser a mesma que encontrarfamos no caso cldssico.

Para completar o cdculo de R, vamos obter essa relacao, isto é (‘;E—;')g,
diretamente da mecéanica cldssica. Para isto vamos considerar que a 6rbita
eletronica seja um circulo de raio r em torno do nicleo. (Isto ndo é de
tudo correto, uma vez que a massa nuclear é finita e possui também um
movimento.)

Partimos da expressao da energia: F = K + U. Para este sistema, U =
fé, que é a energia potencial do elétron (carga elétrica —e) num campo
elétrico do niicleo (carga elétrica +e), em unidades gaussianas. K = imo?,
onde v pode ser obtido diretamente da Lei de Coulomb, que expressa a
forga que atua sobre o elétron (em moédulo vale Fp = i—z), que ¢é do tipo

centripeta, uma vez que o elétron estd em Orbita circular em torno do

nucleo. Assim, da relacao F, = m;’Q, obtemos:
Fr = F,
2 mu>
2 r
obtendo-se dai e
= . 1.2
v=—— (1.2)
Portanto K = %va = ;—i e E = K + U ¢é dada por:
2 2 2
E=2 - (1.3)
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que é a expressao cldssica da energia do elétron. Também, das relagoes do

. . 1 w v - .
movimento circular v = — = o = o obtem-se a expressao cléssica
7r r

para a frequéncia do elétron em orbita circular em torno do nticleo:

e
V= 2mry/mr
(-E)°

2

Assim, podemos calcular a relagao diretamente da mecéanica clés-

sica, obtendo-se a expressao:

e (5)

02

B 2
2mry/mr
m2me?t

2

Igualando as duas expressoes (Principio da Correspondéncia)

) ()

h3cR _ m2me?
4 2
obtemos o 4
2meme
R=Ry=———.
0 h3c

Esta é a expressao para a constante de Rydberg. Com ela podemos agora
testar a teoria, substituindo-se os valores experimentais das constantes
e,m,c e h. Feito isto, temos Ry = 109.737 cm ™!,

O valor experimental (para o dtomo de hidrogénio) é, como se sabe,
R = 109.678 cm~'. Como se vé, o valor obtido analiticamente estd préx-
imo do valor experimental, mas pode ainda ser melhorado. O problema é
que usamos a hipdtese de um micleo fixo o que, na realidade, ¢é falsa. De
fato, o niicleo se move (circularmente) e o movimento relativo é obtido,
substituindo-se a massa do elétron m pela mass reduzida, u, do sistema:

11 +1
w o oom M
_ mM
pe= m+m
1
po= m 7 (1.4)
1+—

M
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onde M é a massa do nicleo. Substituindo m — p na expressao para R,
obtem-se

1
R = Rp . (1.5)
14+ —
+ M
2m2me? 1
Teme - (1.6)
h3C 1 + —

M

cujo valor numérico é R = 109.678 cm ™! que, dentro da precisdo que apre-
sentamos, concorda plenamente com o valor experimental.

Substituindo a expressao para R da Eq.(1.5) em (1.1) encontra-se o es-
pectro de energia para o dtomo de hidrogénio:

5 he 2m2me? 1
" a TL2 Ch3 1 + ﬁ
M
- 272me? 1
o n2h? 1 m
+ M

Vejamos agora algumas equagoes que foram importantes no desenvolvi-
mento da teoria de Bohr. Por simplicidade, vamos usar a hipétese do niicleo
fixo. Para obtermos o resultado com o movimento relativo, basta substi-
tuirmos m — p, dado da expressao (?7). Nesta aproximagao, os niveis de
energia sao dados por:
212me?t 1

h2 2

Segundo o primeiro postulado de Bohr, quando o elétron estd numa 6r-
bita estaciondria sao vélidas as leis classicas. Desta forma, supondo o elétron
numa orbita de raio r = r,, (no n-ésimo estado estaciondrio, temos, para
E = E,, da teoria cléssica (ver Eq.(1.3)):

E, = — (1.7)

e2

E,=——. 1.8
2r, (18)

Igualando a Eq.(1.8) com a Eq.(1.7), tem-se:

et 1
h2  n? 21y,
de onde se obtem
o = n2ag
ag = h—2:0,53A.

42 me?



1.3 Radiagao eletromagnética de dtomos 23

O raio da primeira ¢rbita eletronica, 1y, = ag, € também chamado de
raio de Bohr. Assim, as ¢rbitas permitidas tém raios que sao multiplos
inteiros do raio de Bohr. Vejamos agora como fica a velocidade do elétron.
Da expressao (1.2) temos

e

mr,
e 1

\/mago ﬁ

O momento angular do elétron, na n-ésima 6rbita é

L, = mv,r,
e 1 9
= m — ) (n°a,
() 00
= ey/magn (1.9)
Da expressao para o raio de Bohr, encontra-se

h = +/4m2e2mayg
2me /mag

segue-se que

h
— =h.

2

Substituindo este resultado na expressao (?7?) obtem-se:

e/mag =

h
L,=n—
n27r
ou
L, = nh. (1.10)

O fato importante que deve ser notado é que a expressao para L,,, Eq.(1.10)
nao depende das grandezas caracteristicas do sistema, isto é, carga do
elétron, massa etc. Isto sugere que tal expressao tenha uma validade geral.
De fato, em alguns textos sobre o assunto, esta expressao é tomada a nivel
de postulado, que pode ser assim enunciado: O mddulo do momento angular
sd pode ter valores que sejam maltiplos inteiros de h.

O sucesso obtido por Bohr para o dtomo de hidrogénio — e também para
os hidrogendides, pois basta substituir a carga nuclear e por Ze — encorajou
os pesquisadores a generalizarem os resultados de Bohr para que fossem
introduzidas nos célculos as drbitas eliticas para o dtomo de hidrogénio
e que também permitissem o estudo de dtomos mais complexos. Como
sugerido pela teoria de Bohr, havia grandezas que deveriam ser quantizadas,
notadamente aquelas que dependem do nimero quantico n. O problema da
generalizagdo era saber quais seriam essas grandezas!
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Em 1916, Sommerfeld e Wilson postularam que tais grandezas sao as
chamadas varidveis de agao, isto é,

Ji :fpi dqi (1.11)

onde ¢; ¢ uma quantidade que varia periodicamente e p; ¢ o momento

conjugado

0L
9q;

L sendo a Lagrangeana do sistema (L = K —U), a integral sendo calculada

num periodo da varidvel ¢;. A condicao de quantizacao postulada é

Di (1.12)

JiE]{pid(Zi:nh

Example 1 Oscilador Harmoénico Simples

Como se sabe, a forga que atua neste sistema é uma forca eldstica do
tipo F' = —kx, que dé origem a uma energia potencial U = %kxz, onde
k = mw? é a constante de forca da mola. Assim, a Lagrangeano para este
sistema é dada por:

1 1
L(z,2) = §mj32 - §mw2x2 (1.13)

A equagio de movimento para esse sistema é dada pela equagdo de Euler-
Lagrange

doL 0L
dt 0§  Oq
Como ¢ — z,v=¢q— z, ‘g—é =mze ‘g—i = —mw?z = —kx, esta equacio

nada mais é do que uma representagao mais elaborada da 22 Lei de Newton

mi = F
—kx,

cuja solugao é do tipo
x = Acos(wt + @)

que é periédica no tempo. De (1.13), p = g—é, tem-se

p = mv=mz

& = —Awsen(wt+ «).

A varidvel de acdo neste caso é:

J:fpdx:nh.
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Mas pdx = mvdz = mv?dt, onde usamos dx = vdt. Substituindo o valor
de v obtemos
pdr = mw? A%sen? (wt + a)dt
entao
$ pdz = mw?A? § sen?(wt + o)dt

§ sen®(wt + a)dt = fofwsen (wt + a)dt

= mw?A? (=4 sin (20T + 20) + 3T + 75 sin 2a)
mw?A?
=T
Mas EF = K + U, onde
1

K:imx

1
= §mwQAQsen2 (wt + )

e
1
U = ghka*
1
= §mw2A2 cos? (wt + a).
Logo,
E=K+U-=
= Imw? A%sen’(wt + o) + tmw? A? cos?(wt + @) .
= tmw? A? (sen?(wt + a) + cos?(wt + av))
= imw?A?
Entao

1
%pd:c = (§mw2A2> T
onde T é o perfodo de oscilagao do oscilador e que estd relacionado com
sua frequéncia através da relacao
1
T=-.
v

Assim, usando a condigdo de quantizacdo, obtemos:

]{pdw = (%moﬂ/ﬁ) T
E

— =nh

v

ou seja
FE =nhv

que reproduz o postulado de Planck.
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1.4 Calor especifico dos sélidos

Outro problema que colocou em diivida os conceitos cldssicos foi o problema,
do calor especifico dos sélidos.

1.4.1 Modelo de Dulong e Petit

A partir de dados experimentais, Dulong e Petit (1819) observaram que
o produto do calor especifico em temperatura ambiente, e acima desta,
pelo peso atomico do elemento sélido era praticamente independente do
elemento considerado. Este resultado, que hoje é conhecido como lei de
Dulong e Petit, pode ser anunciado da seguinte maneira: ”O calor especifico
(molar) dos sdlidos é aprozimadamente 6 cal/K para todos os sdlidos a
temperatura ambiente (e acima dela).” Esta é a lei cldssica para o calor
especifico dos sélidos.

Demonstracao: Para evitarmos complicagoes de célculo, e isto nao inval-
ida nossos resultados, vamos considerar como modelo um sélido monoatémico,
cujos dtomos estejam ligados entre si por forgas eldsticas, considerados
como osciladores harmonicos tridimensionais. Apliquemos agora a lei da
equipartigao (cldssica) de energia a cada grau de liberdade do sistema (em
equilibrio térmico). Desse modo, temos associado a cada dtomo do sélido
uma energia média igual a kT (potencial + cinética) multiplicada por 3,
que é o nimero de graus de liberdade de cada dtomo (oscilador). Logo,
cada dtomo tem uma energia total média igual a 3kgT. Se considerar-
mos um mol dessa substancia (Ng dtmos, No = 6,022 x 1023 é o nimero
de Avogadro), a cada um estd associada uma energia total média igual a
U = 3NokgT = 3RT, onde R = Nokp = 1,99 cal/K, que dd um calor

especifico
c= g—g =3R =5.97 cal/K
igual para todas as temperaturas!

Entretanto, medidas experimentais posteriores mostraram desvios da lei
classica, principalmente, em baixas temperaturas, onde foi verificado que
o calor especifico variava com a temperatura, e que para T — 0, C — 0
como T3. Em outras palavras, o calor especifico, para baixas temperaturas
é funcdo da temperatura e varia com T3.

1.4.2 Modelo de Einstein

Einstein (1906) usou um modelo em que admitiu que todos os dtomos
do sélido vibravam com a mesma frequéncia v e utilizou a distribuicao
de Planck para calcular a energia média dos osciladores. Isto é equiva-
lenteha substituir a lei cldssica da equiparticao, que dé o valor kg7 por

Vo

ST T Assim encontramos, para um mol da substancia, o valor da
e 0 —
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>
T

FIGURE 1.9. Calor especifico dos sélidos (Lei de Dulong-Petit)

energia total média
3N() hVo

hvg
efsT —1

U:

hv

OU  3Ngh23  eFsT
oT kpT? (e’%)f B 1)2

3N0h21/8 ekBT
2 hvg hvg
kBT (e2kBT€2;BT _ 1)

hvg
3Noh*v3 eksT

2 hv hv hv 2
kT o ( _hrg_ _ﬁfg

T (2T — ¢

2

2 :
Usando cosechrt = ———, concluimos:
ex _ e—x

3N0 (hV0)2 2 hl/()
= ———- S h —
C 1T cosec T

que é a férmula de Einstein para o calor especifico dos sélidos. Vamos
considerar alguns limites.
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o Altas Temperaturas (kgT > hvy).

h 1 1
21{1;071 < 1, e lembrando que cosechz = P +O(z?),

que para = < 1 podemos considerar cosechz ~ L, encontramos:

7

Fazendo x =

3N() (hV0)2 4]€%T2

li =
kBT/llEIulo>>1 4kpT?  (hvg)?
= 3Nokp
3R

que ¢é a lei cldssica de Dulong-Petit.
e Baixas Temperaturas (kT < hvyg).

Para x = 2,’%’;% > 1, cosechz ~ 2e~%. Logo,
im o = 3No (hvo)? o—hvo/ksT
kT /hrok1 2k‘BT2

que nao dd o comportamento esperado para a dependéncia em T isto é
C(T) #1T3.

1.4.3 Modelo de Debye

Como vimos, o modelo de Einstein ainda nao explicava o comportamento
do calor especifico a baixas temperaturas, como se sabia da experiéncia. No
modelo usado por Debye (1912), os dtomos poderiam vibrar com vérias fre-
quéncia e ndo com apenas uma, como no modelo de Einstein. E mais, aban-
donou a estrutura atéomica do sélido e tratou este como um meio eldstico
continuo. O problema é calcular a energia térmica de um corpo isotrépico
de volume V. Pode-se fazer isto, calculando-se o nidmero de graus de liber-
dade (modos normais) com frequéncias no intervalo v e v + dv e usando a
lei de distribuigao de energia de Planck. O primeiro é semelhante ao cédlculo
para a radiagao numa cavidade:

Z'(v)dv = 47;—531/2(11/,
para a radiagdo (sem polarizagao)

Z(v)dv = 4n L3 (% + %) vidy,

v

para um corpo isotrépico.

Note que num meio continuo podemos ter oscilagoes longitudinais (com
velocidade vy,) e transversais (vr). O fator 2 é devido as duas polarizagdes
transversais.
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Remark 1 Um cristal real é diferente de wm meio continuo em vdarios as-
pectos. Naquilo que nos interessa aqui, um cristal possui um nimero finito
de graus de liberdade, igual a 3N (N sendo o nimero de dtomos, que é da
ordem do nimero de Avogadro, Ny), enquanto que o meio continuo possui
infinitos graus de liberdade (infinitos modos normais, cada um correspon-
dendo a wma frequéncia de oscilagdo).

Para corrigir esta distor¢ao do modelo, que usa a idéia de um cristal como
um meio continuo, devemos adotar um limite méximo para a frequéncia
de oscila¢do, Vmaz, acima do qual Z(v) deve ser considerado nulo, por
defini¢ao.

Com base nessas consideracoes, fazemos:

/ " Z(w)dv = 3N,
0

que nos permite calcular v,,4..

4 1 2
onde G = ?W (—3 + —3> . Usando a distribuicao de Planck podemos obter
v Ut

a energia total do cristal (por mol e por unidade de volume).

Vméax hV 3
U = /O <7ehl//kBT_ 1)47TL

1 2
X <—3 + —3> 1/2d1/
vp  Ur

B 3GL3I<;‘,§T4 /mm‘“ z3dx
0

h3 et —1

3—JVO> h = 30 obtemos:
GL3 N '

hv
dex=——.D a e = —=
onde x a equacgao Vimge ( 313

kT

hv 3
B L 4 — —— AL 3
k‘ngs /z"”““ T x3dx
0

U =3NokpT—"— .
orB h3v3, . er —1
. ., thd:v ,
Introduzindo a varidveel § = P que é a chamada temperatura de
B

Debeye, encontra-se

T3 /T .3
U= 3N01<;BT30—3 v du

0 er —1
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ou
U = 3NoksT D(6/T)

T\? 97 23dx
D(H/T)—S(E) /O e

Podemos agora calcular o calor especifico, no modelo de Debeye. Assim

onde

U aD(0/T)

C = o= = 3Noks {D(G/T) + TT}

oD(0/T) _ ,T* /WT w30
or o3 )y er—1 TRt —

Substituindo na férmula do calor especifico, obtem-se:

D(@/T)+9<Z>3/09/T 3 i M

¢ = 3Noks 0 et —1 7 efT 1

ou

C = 3Nokg [D(e/T)+3D(9/T)_ef’;(/i/f)l]

= 3Noks [4D(9/T) - %] .

Vamos agora comparar com a experiéncia, usando valores limites de C' :
T>0eT 0.

a) Altas Temperaturas (T > 0)

0

Escrevendo C' na varidvel n = T temoos:

3
C = 3Nokp [41)(7;) - ¢ 1]

e neste caso podemos tomar o limite n — 0. Assim:

3 " x3d
lim D(n) = lim (_3> / s
n—0 n—0\ 7 o e —1

Como .
ti [ fla)ds =0 fn/2)
n—0 Jo
temos:
. (3 (n/2)?
amp Dl = i ($en/2—1 7

3 2)3 3
= lim —L n=-~1
n—o\n?1+n/2—-1 4
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lim< N ):1
n—0 \ e” — 1

Substituindo na equacao para C, obtemos:

Da mesma forma:

C:3N0]€B<4X 1-3x 1):3N()k3
que reproduz a lei de Dulong-Petit.
b) Temperaturas Baixas (T < 0)

Neste caso /T > 1 (posso fazer & =& — oo). Assim

lim D(e) = lim = / C o
£—00 e—oogd Jy e*r — 1
3 t _ A
T 8315 568
onde usamos
lim —_
e—oo €8 — 1
Logo:
C = (12W4N0k3) T3
560°

31

que d4 a forma T para a variacdo do calor especifico que era encontrado

em experiéncias a baixas temperaturas.
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FIGURE 1.10. Comparagao das férmulas de Debeye e Einstein, para o calor
especifico dos sélidos a baixas temperaturas.
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Mecanica ondulatoria

2.1 Introdugao

Embora os trabalhos de Wilson e Sommerfeld tenham dado um carédter mais
geral as regras de quantizagao, tornando-se possivel a aplicacao dos postula-
dos de Bohr a uma grande variedade de sistemas atomicos, constituindo-se
no que hoje denominamos de Mecanica Quéntica Antiga, esta apresentava
algumas dificuldades, tanto de ordem pratica quanto conceitual. De fato,
uma das dificuldades de ordem pratica encontrada na teoria quantica antiga
é que as regras de quantizagao nao poderiam ser aplicadas a sistemas nao-
periédicos, que constituem uma grande classe de problemas encontrados
em fisica.

Além destas, dificuldades de ordem conceitual apareceram quando se
tentava dar explicagbes satisfatérias aos fenomenos fundamentais. Por ex-
emplo, a velha teoria ndo explicava, pelo menos satisfatoriamente, por que
os elétrons acelerados perdiam a habilidade de irradiar, quando num estado
estaciondrio (postulado de Bohr); além disto, se desconhecia qual o mecan-
ismo que atuava na emissao e absorcao de radiacao, na transicao entre esses
estados estaciondrios.

As dificuldades mencionadas — e outras das quais nao falamos — desa-
pareceram com a nova Mecanica inaugurada por Heisenberg e Schrodinger
por volta de 1926.

This is page 33
Printer: Opaque this
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2.2 Dualidade onda-particula: hip6tese de de
Broglie

Por volta de 1900, ja se havia estabelecido a natureza corpuscular da
matéria (com base nas leis de Newton), bem como a natureza ondulatéria
da luz (leis de Maxwell). Com a explicagao do efeito fotoelétrico, por Ein-
stein em 1905, e do efeito Compton, em 1923, tornou-se evidente que a luz
também possufa uma natureza corpuscular (além da ondulatéria). Apesar
de ser reconhecida aquela época, a natureza dual (onda-particula) da luz
nao era bem entendida.

Em 1924, Louis de Broglie sugeriu que particulas materiais, e, em par-
ticular, os elétrons, possuiam certas caracteristicas ondalatérias — hoje de-
nominadas ondas de matéria — muito embora aquela época nao houvesse
nenhuma evidéncia experimental.

As razoes que levaram de Broglie a sugerir a natureza dual para as
particulas materiais partiram, sem divida, do cardter de simetria dos feno-
menos naturais: matéria e energia, que constituem duas grandes entidades,
devem ser mutuamente simétricas, isto ¢, se a energia (radiacdo) apresenta
um carater dual, o mesmo deveria ser valido para a matéria.

Inicialmente, de Broglie desenvolveu uma teoria para a luz, em termos
dos fétons (quanta de luz). Se a energia da luza est4 concentrada nos fétons,
como podemos entender o fenomeno da interferéncia? Deve haver alguma
espécie de onda associada aos fétons, no sentido de se poder levar em
conta os efeitos de interferéncia. Por sua vez, a energia nao pode estar
distribuida sobre essas ondas, como na teoria classica (ondas de Maxwell);
na concepgao de de Broglie, as ondas associadas aos fétons devem ser uma
espécie de onda piloto que determinam, num padrao de interferéncia, onde
os fétons podem produzir efeitos ao serem absorvidos. Essas ondas sao
conhecidas como ondas de fase. A uma tal onda de frequéncia v, associa-se
uma energia ' = hv ao féton correspondente. Observe que a constante h
conecta propriedades de onda (v) e de particula (E) da luz.

Vejamos agora uma analogia para as particulas materiais. Como sabe-
mos, uma particula (por exemplo, o elétron) possui energia. De acordo com
a hipétese de de Broglie, é impossivel imaginarmos uma quantidade isolada
de energia sem associg-la com uma certa frequéncia. Portanto, particulas
materiais devem também, assim como os fétons, ser acompanhadas de on-
das de fase que, por sua vez, em certas circunstancias, devem dar origem
aos efeitos de interferéncia. Completando a analogia com os fétons, a fre-
quéncia das ondas de fase multiplicada pela constante h deve ser igual a
energia da particula. Assim, para o caso nao-relativistico, teremos:

2

w o= 2 yv=p
2m
h
p = = (2.1)

A
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FIGURE 2.1. Esquema das medidas feitas por Davisson e Germer.

Trés anos apds ser publicada, a hipétese de de Broglie foi confirmada
experimentalmente por Davisson e Germer (1927), quando estudavam es-
palhamento de elétrons por superficies de um sélido (niquel).

Numa medida particular, usando elétrons com energias de 54 eV, a in-
tensidade maxima foi observada para um angulo de espalhamento ¢ = 50°.
Da figura, ¢ = 7 — 20 — 6 = 65°.

Da condigao de Bragg para interferéncia construtiva de ondas espalhadas
num angulo @, por planos espagados por uma distancia d é

2dsend =nX, (n=1,2,3...) (2.2)

onde d = 0,91 A, foi uma medida obtida cuidadosamente por técnicas de
raios-X. Entao o espalhamento do elétron nesta experiéncia particular é
caracteristico de uma onda cujo comprimento de onda (n = 1) é dado por
A =2x0,91x sen65° = 1, 65. Este valor pode ser comparado com o com-
primento de onda calculado a partir da hip6tese de de Broglie, Eq.(3.115),
isto é:

2
E = p—:eVHp:\/QmeV
2m
h
)\ = _= h
p 2meV
6.62 x 1034

V2 x9.11x10731 x 1.6 x 10~19 x 54
= 1,67 x107m =1,67A.
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feive incidents feixe incidente feixe incidente

2

NN AANR NN
arnostra amostra arnostra

(a) (b)

FIGURE 2.2. Intensidades dos feixes de elétrons espalhados, como fungdo do
angulo, para cada uma das energias dos elétrons: (a) 40 eV; (b) 48 eV; (c) 54 eV.

FIGURE 2.3. Esquema mostrando a condi¢do de Bragg.

54

(c)
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FIGURE 2.4.

que estd em excelente concordancia com o resultado experimental obtido
por Davisson e Germer, através da difracao de elétrons.

Além das experiéncias de Davisson e Germer, outras experiéncias foram
realizadas (e.g., G.P. Thomson, 1928), de maneira que as propriedades on-
dulatérias das particulas tem-se tornado bem estabelecidas.

A partir dessas propriedades, por exemplo, podemos compreender os
niveis de energia quantizados num dtomo de hidrogénio. De fato, o conjunto
discreto de estados do elétron (no dtomo) deduz-se da teoria ondulatéria,
da mesma forma que os estados (discretos) de vibragdo de uma corda, os
chamados harmoénicos. Uma aplicacao grosseira ao dtomo de hidrogénio, da
idéia da idéia do elétron como onda, permite-nos calcular corretamente os
niveis de energia desse dtomo. Para isto, consideremos que o elétron tenha
um momento p, numa érbita circular de raio r (v. fig abaixo).

Se A é o comprimento de onda do elétron, a existéncia de uma onda bem
definida exige que a circunferéncia da érbita seja exatamente igual a um

niimero inteiro do comprimento de onda, ou seja, 27 = nX. Como \ = 2

P
(hipstese de de Broglie) segue que

h
27T7“=n—
p

h

r = n—

P 2T

¢é a condicao de quantizacao de Bohr L, = nh, para o momento angular
que, como vimos, nos da os niveis de energia quantizados para o dtomo de
hidrogénio.

Um fato importante, sugerido pelas experiéncias, é que os conceitos clés-
sicos de onda podem néao representar a natureza dos elétrons ou dos f6-
tons de forma adequada: o estado fisico de uma onda-particula pode nao
ser adequadamente representado pela especificagdo de aspectos cldssicos,
tais como, posi¢ao, momento, amplitude ou fase. Como veremos mais adi-
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ante, em Mecanica Quéntica a descricao formal do estado de um sistema
mecanico estd contida em sua fungao de onda, ¥, uma entidade matemética
nova, que nao é uma onda no sentido cldssico de uma ondulacao, cuja fre-
quéncia, fase, amplitude etc, possam ser medidas.

2.3 Principio da incerteza de Heisenberg

Uma consequéncia fundamental da hipétese de de Broglie que foi mostrada
pela primeira vez por Heisenberg (1927), com profundas repercussdes na
Fisica, é o que hoje conhecemos como Principio da Incerteza de Heisen-
berg. Segundo este principio, a localizagdo de uma particula no espago de-
manda condigoes desfavordveis para medir seu momento. Inversamente, as
condigbes necessdrias para a medi¢do do momento interfere na possibilidade
de localizag@o da particula no espago. Assim, segundo este principio, existe
um limite acima do qual nao podemos determinar simultaneamente, ambos,
o momento e a posicao de uma particula. Em outras palavras, o principio
da incerteza especifica os limites dentro dos quais a imagem cldssica da
particula pode ser usada.

Como exemplo, vamos supor que medimos a posi¢ao x de uma particula,
com uma precisao que chamaremos de Az, isto é, a particula pode estar
localizada no intervalo x — %Am <zr<z-— %Aw; simultaneamente medimos
a componente 2 do momento, p,, com uma precisdo Ap,. (O mesmo pode
ser feito para as demais coordenadas: y,z,Ap, e Ap..) O principio da
incerteza estabelece que, numa medida simultdnea, os erros minimos dessa
medicao, estao relacionados por:

AxAp, > h
AyAp, > h

Agora precisamos ter um pouco de cuidado para interpretarmos a re-
lagao expressa na Eq.(2.3). As quantidades Az e Ap, (o mesmo raciocinio
vale para as demais componentes), que representam os erros (ou incertezas)
nas medidas simultaneas, nao se referem — e este é o ponto principal — as
limitagoes dos aparelhos de medidas usados. Pelo contririo, poderiamos
construir um aparelho com qualquer precisao desejada e terfamos ainda
valida a relagdo (2.3). De fato, as incertezas que aparecem naquela relagao
sdo devidas ao proprio ato de medicao em si, isto é, quanto maior for o
nivel de conhecimento que temos da quantidade x menor serd aquele corre-
spondente a p,. Para ilustrarmos isto, vamos considerar alguns exemplos,
baseados em experiéncias idealizadas.

Example 2 Determinacao da posicdo de uma particula livre.
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vai para o olho do observador

féton incidente

FIGURE 2.5. Experiéncia idealizada para medir a posi¢cao de um elétron.

Vamos considerar o dispositivo experimental da figura, tal como um mi-
croscopio, cuja finalidade é medir a posicao de uma particula livre, por
exemplo, o elétron (esta experiéncia foi idealizada por Bohr).

Se o elétron se move a uma determinada distdncia do microscopio, cuja
abertura angular correspondente é 2, pode-se mostrar (a partir das leis da
dtica) que o poder de resolugdo para um tal aparelho é dado por

A

SeENQ

Az =

(2.4)

onde A é o comprimento de onda da luz usada e Ax representa a pre-
cisGo com que a posicao do elétron pode ser determinada, usando-se luz
com aquele comprimento de onda. Para fazermos Ax tdo pequeno quanto
se queira, devemos usar luz de comprimento de onda cada vez menor. Para
termos alguma precisao em nossas medidas, o poder de resolu¢cao do mi-
croscopio, Ax, deve ser menor que as dimenséoes da particula envolvida.
(Para o elétron, por exemplo, poderemos observd-lo, em principio, usando-
se a radiagdo gama.). Além disso, para que qualquer medida seja possivel,
é mecessdrio que pelo menos um féton — a menor quantidade de luz que
pode ser usada — seja espalhado pelo elétron e passe através do microscépio
(lente) até o olho do observador. Deste foton, o elétron recebe uma quanti-
dade de momento (efeito Compton) da ordem de % O momento transferido,
todavia, ndo pode ser conhecido exatamente, pois a diregdo do féton espal-
hado é indeterminada, podendo estar em qualquer posi¢cao entre a vertical e
o dngulo a (v. figura). Entao existe uma incerteza no momento transferido
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ao elétron (na diregao x) dada por

Ap, ~ p seno = 5, sene-

Usando a Eq.(2.4), encontramos
Ax Ap, ~ h

(Como estamos considerando apenas ordem de grandeza, poderiamos ter
Ax Ap, ~ h).

2.4 Pacotes de onda

Uma consequéncia imediata do principio da incerteza é a introducao de um
novo esquema, para se descrever o movimento de uma microparticula. De
fato, a sistemdtica usada na Mecéanica Cldssica para a descricao do movi-
mento, qual seja, o conhecimento simultaneo dos valores exatos da posicao
e momento da particula, nao pode ser aplicada a nova Mecanica, uma vez
que, devido a relagao de incerteza, qualquer tentativa de se conhecer com
grande precisao a posicao da particula, por exemplo, mais se destréi a pre-
cisao com que podemos conhecer se momento e vice-versa. Isto de certa
forma constitui-se numa dificuldade a mais que teremos que transpor.

Vamos iniciar esta nova etapa, escrevendo a relagao de incerteza de uma
forma ligeiramente diferente daquela representada na Eq. (2.3). Para isto,
usaremos as igualdades:

_h
Po=3
27
F= 3

onde k£ é o nimero de onda, uma quantidade 1til na descricao das ondas.
Segue, destas relagoes,

h
= Lk, = 2.
Da 5 ks = hky (2.5)

Ap, = hAk,
e da relagao de incerteza Az Ap, > h,
Az Ak, > 1. (2.6)

Como podemos notar, nesta equagdo s6 aparecem a coordenada e o
nimero de onda, nao dependendo de nenhuma propriedade da particula,
nem de constantes fisicas. Fsta relagcdo depende exclusivamente das pro-
priedade ondulatérias. De fato, pode-se deduzir matematicamente que esta
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FIGURE 2.6. Onda senoidal estendendo-se por todo espago.

FIGURE 2.7. Representagao esquemadtica de um pacote de onda.

relacdo é satisfeita por qualquer tipo de onda, independentemente da Mecanica
Quéantica. De um modo geral, para uma onda exatamente senoidal, por
exemplo, senkz, com nimero de onda k (Ak = 0), a onda se estende uni-
formemente ao longo do eixo x, de modo que Ax — oo.

Por outro lado, se uma perturbagao ondulatéria estd localizada em uma
regiao finita, Az,

é 6bvio que nao podemos representd-la por uma tinica onda senoidal. De
fato, uma tal onda localizada — também conhecida como pacote de onda
— é representada, como se pode mostrar, pela superposicao de um grupo
de ondas senkx com diferentes valores de k ’s, de modo que ela interfiram
destrutivamente fora da regidao Ax. As técnicas usadas para se conseguir
tais ondas envolvem integrais de Fourier, que nao discutiremos os detalhes
neste texto (ver, e.g., Arfken).

Voltemos agora ao esquema quantico. As consideracoes feitas acima, sug-
erem que o movimento de uma particula localizada numa certa regiao do
espago, pode ser descrito, usando-se um pacote de onda. Examinemos tal
possibilidade com mais detalhes. Vamos considerar incialmente um pacote
de onda, movendo-se ao longo do eixo x, definido por:

f(z,t) = /_ - g(k) ekz=wt) g (2.7)

onde w = w(k). O fato de supormos w = w(k), ou seja, um meio dispersivo,
é para termos um estudo mais geral possivel, uma vez que desconhecemos
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a natureza deste fendmeno. Por outro lado, ainda nao conhecemos a forma
da fungao w(k).

Para as nossas finalidades, uma simples inspecao na Eq. (2.7) nos mostra
que a fungao g(k) deve ser diferente de zero para uma pequena regiao em
torno de um valor particular k = kg. Isto implica na seguinte condigao:

g(k)#0, sekg—e<k<ky+e

onde € < kg . Para esta condigao, vale a expansao da fungéo w(k), em série
de poténcias em torno de k = kg :
wk) = wo+ (k—ko) (g—z)k:ko +

ko) (%) o+ (2.8)

Usando esta expansio na expressao (2.7), encontramos:

kz—wo—(k—ko) (9% )

flz,t) ~ /00 g(k) eik‘”ei[ ’°=’“°] dk

—0o0
considerando a expansao até a primeira ordem em (k — ko). Reescrevendo

esta expressao teremos:

f(z,t) = eikomwot) / 7 gk) R0 g,

— 00

Exceto pelo fator de fase que aparece multiplicando a integral, podemos
dizer que a fungéo f(z,t) tem a forma

e =1 (- 220).

Esta forma sugere fortemente que este pacote (grupo de ondas) propaga-
se com uma velocidade, conhecida como velocidade de grupo, igual a

(%) 2s)

Agora temos um passo importante: se o pacote que estamos considerando
deve representar uma particula de momento p (ou velocidade v), entéo:

Vg =0V = £
m
Usando (3.14)
dw  hk
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Integrando esta equagao obtemos

hk?
w = —— + Constante
2m
(2.11)
hk?
hw = ——+ Constante
2m
(2.12)
P2
hw = — + Constante (2.13)
2m

2
o - P s g . .
O primeiro termo desta equagao, o é a energia cinética da particula; o
m
termo constante, que tem dimensao de energia, pode ser interpretado, apds
alguma reflex@o, como uma energia potencial. Deste modo, reescrevemos
(2.13) como

2

_p_ —
hw—Qm—FV(x)fE

que concorda com a expressao cldssica para a energia da particula. Isto
mostra que a descrigao cldssica de uma particula como uma entidade local-
izada no espago e movendo-se com uma velocidade definida é realmente uma
idealizagdo do movimento de um pacote de onda. Devido as deficiéncias dos
o6rgao de sentido, o cardter extensivo do pacote de onda nao é usualmente
observado e os conceitos fisicos baseados nessas observacoes sao idealizacoes
das observagoes. Entao um pacote de onda move-se tal como uma particula
cldssica, sob as condigoes onde a Mecénica Newtoniana dd uma descrigao
adequada do movimento.

2.5 Equacao de Schrodinger

Uma conclusao importante obtida na segao anterior é que o movimento de
uma particula pode ser descrito através de uma onda; a natureza da funcéo
que representa esta onda, isto é, da funcdo de onda, ainda desconhecemos.
Entretanto, como nos ensina a Fisica Cldssica, uma classe de fenomenos
ondulatérios é regida por uma equagao de onda geral, cuja solucao é uma
fungao de onda correspondente a uma determinada situacao. Nosso objetivo
nesta se¢ao € encontrar uma equacao de onda, cujas solugoes sejam funcoes
de ondas que descrevam o movimento de uma particula.

Para isto, vamos investigar qual a equacdo que a fungdo da Eq. (2.7)
satisfaz. Para se obter esta equagao com um cardter geral, faremos algumas
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substituigoes naquela equagao.

k — p
flx,t) — VY(a,1)
glk) — oé(p).

Assim,

U(r,t) = / 6(p) ¢/ Fe= dp

= /¢(p) eipz—Et) /h dp.

Derivando em relagao ao tempo

ov i ,
- _° i(pxr—Et) / h
5 z / ¢(p) Ee dp
{ p2 i(px—Et) [ h
= o |[Z4v@) e &
LoV 1 i(po— .
ihr =5 [/ d(p) p? e'Pr=EO /1 dp] +V (2)¥(z,1) (2.14)

2
onde usamos E = ;; + V(z). O termo entre colchetes da equacao (2.14)
m
pode ainda ser representado como a segunda derivada de ¥ em relagao a
x, isto é:
; 02V (x,t)
2 i(pz—Et) /h dp = _h2 )
e
/ é(p) p p 52
Finalmente, reagrupando os termos, obtemos

_ha\I/($,t) B _h_2 0%V (x,t)
’ ot 2m  Ox2

que ¢é a equagao procurada e que foi obtida pela primeira vez por Schrodinger.

+ V(z) ¥ (z,t)

2.6 Interpretacao da fungao de onda ¥(z,t)

A funcgdo de onda, que é solu¢ao da equacao de Schrodinger, deve ser con-
siderada como uma entidade que nos dard uma descrigao quéntica completa
de uma particula de massa m com uma energia potencial V(x,t) e, entao,
é andloga & trajetoria cldssica x(t).!

INesta discusséo, estamos considerando o problema em apenas uma dimenséo; a
generalizagao para o caso tridimensional é imediata e faremos mais tarde.
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A dnica informacao disponivel que temos até agora da funcao de onda
U(z,t) é que esta fun¢do deve ter um valor grande onde é mais provével
se encontrar a particula e muito pequeno (ou nulo) em qualquer outro.
Isto deve ser suplementado com exposi¢oes mais detalhadas de modo a
permitir-nos obter de ¥(x,t) a maior quantidade possivel de informagoes.

O fato de se ter ¥(x,t) grande nas regides mais provaveis de se en-
contrar a particula sugere que devemos interpretar a funcao de onda em
termos estatisticos. Para considerarmos desta forma, vamos imaginar que
possamos repetir um ndmero muito grande de vezes o mesmo movimento
(com as mesmas condigdes iniciais), na mesma regido do espago, referindo-
se t, em cada caso, a uma particular escolha dos tempos. Em cada caso
o movimento serd descrito pela mesma fun¢ao de onda ¥(z,t). Fazemos
agora a suposicao (que é devida a Born) de que os resultados numéricos
num determinado instante ¢t de qualquer grandeza fisicamente significativa
(e.g., posicdo, momento, energia etc) serdo, em geral, diferentes para cada
um dos movimentos repetidos: existird uma distribuicao desses nimeros
que podem ser descritos por uma fungao de probabilidade.

E natural, apés todas essas consideragoes, interpretar W(x,t) como uma
medida de probabilidade de encontrar uma particula numa posicao partic-
ular com relagdo a uma origem de coordenadas. Todavia devemos lembrar
que uma probabilidade é uma grandeza real e positiva; U(z,t) é, em geral,
complexa. Portanto, vamos admitir que o produto de ¥ por seu complexo
conjugado, U*, é a densidade de probabilidade da posigao:

Pla,t) = ¥ (2,t) Ua, 1) = [U(a, )]

Isto significa que P(x,t) dx é a probabilidade de se encontrar uma particula
numa regiao dxr em torno do ponto x no instante ¢, quando um grande
numero de medidas precisas sao feitas, cada uma delas descritas pela fungao
de onda ¥(z,t).

Para que esta interpretagdo de ¥(z,t) em termos de probabilidades seja
véalida, devemos assegurar que

+oo —+oo
/ P(z) dx:/ U (z,t)*de =1 (2.15)
—0o0 —0o0

isto &, que as fungdes ¥(x,t) sejam normalizadas, contanto que as inte-
gral sobre todo o espaco de U*(x,t) ¥(z,t) tenha um valor finito. Esta
equagao expressa o simples fato de que a probabilidade de se encontrar
uma a particula descrita pela funcao de onda ¥(x,t), em qualquer lugar do
espago é um. Fungoes para as quais a integral de normalizacao existe sao
denominadas de fung¢des quadraticamente integraveis.

Mostraremos, a seguir, que a interpretacdo dada a ¥(z,t) é consistente,
no sentido de que existe uma lei de conservagao de probabilidade, isto é,
se a probabilidade de encontrar a particula dentro de uma regido do espago
diminui com o tempo, a probabilidade de encontrd-la fora desta regido deve
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aumentar da mesma quantidade, exatamente como no caso da conservagao
de matéria em hidrodindmica, ou da conservacao da carga elétrica, em
eletrodinamica. Para isso, precisamos da equagdo de Schrodinger e de seu
complexo conjugado:

ov K2 020
L 0¥ v
ih dt " 2m 022 +V(2)
_ou B2 92u* )
—ih dt — 2m 022 +V (@)W

onde consideramos que V' (x) seja real. Multiplicando a primeira equagao
por ¥* (pela esquerda) e a segunda, por ¥ (pela direita)

) L 0%
ihW o ——Qm\IJ ) +V(x)T*w
5'\11* h2 0%+
—zh = a2 — U+ V(x) "
e subtraindo a segunda da primeira, obtemos:
ovr vt K2 0?U 92U+
h | U — — U)=— (' — — ——T ). 2.16
' < dt dt ) 2m ( 0z?  Ox? ) (2.16)

A expressao entre parénteses no primeiro membro pode ser identificada
como a derivada, em relagao ao tempo, do produto ¥*W¥ e, portanto de
P(x,t) = U*T, isto é&:

OP(x,t)
ot

ou ow
o Yt G

0

— (U*0) =
ot ( )
O segundo membro pode ser identificado como:

0 ovr  ou*
oz v dr Oz v
OV ov - 02U 92U ov* Ov

B 6:682833 —;\p* or2  9x2 dx Oz
= 022~ 0Ox? v

que concorda com aquela expressao.
Podemos entao reescrever a Eq. (2.16) como:

L RO [ 0V U
ma(‘””—‘%%(“’ . ax‘I’)

ou

or 0 h or ou*
T {QZm (\Ij dr Oz W)] =0
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Definindo a densidade de corrente (ou fluxo) por

it = (\Ij*a\pa\y \IJ>

2im Oz ox

temos finalmente
OP(z,t) . 0j(z,t)
ot ox

Obs.: A generalizacdo da Eq. (2.17) para trés dimensoes é imediata:

=0. (2.17)

a) Uma dimensao

1 Dimensao

L 0U(z,t)
Equacio de ih of =
Schrodinger h* 9%¥(z,t)
SRR 107 v
2m  Ox? +V(@)¥(@t)
. _ (2.18)
Densidade i,t) = *
de corrente __h \1/*8—\11 — ai\ll
T 2im or or

Equacdo.da OP(z,t) + Jj(z,1)
continuidade ot or

=0.

b) Trés dimensoes

3 Dimensoes

. 0Y(r,t)
Equagao de ih 85 =
schrodinger g2y, 4) 4 V()0 (r, )
2m
- (2.19)
Densidade i(r, t;i =
de corrente = (U*VT — VI* )
2im
Equagao.da OP(r,t) . B
continuidade ot +V-j(rt)=0

A Eq. (??) [ou a generalizacao (2.19)] ¢é a lei de conservacio procurada:
ela expressa o fato de que, se a probabilidade de encontrar uma particula
numa regiao limitada decresce com o tempo, a probabilidade de encontri-la
fora dessa regiao aumenta na mesma proporgao ou vice-versa.
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Integrando-se a Eq. (?7) [ou (2.19)] em todo o espago, obtem-se:

/+°° oP@.t) /+°° 9iw,t)

oo ot o Oz
ou
g [t 0 95(z,t)
a [t

Mas, para fungées quadraticamente integraveis, j(+oo) = 0, isto é, se an-
ulam no infinito. Logo,

a9 [T
a[m P(z,t)dz = 0

o [T

JE— Q =
o | ¥ (z,1)| do 0

0 que nos mostra que a normalizacdo mostrada na Eq. (2.15), feita num
instante ¢ qualquer permanece inalterada: isso garante que, se fizermos a
normalizagao no instante ¢ = 0, por exemplo, ela continua valendo para
todos os valores de t.

2.7 Revisao dos conceitos de probabilidade

Devido a interpretacao da funcao de onda em termos probabilisticos, é
necessaria uma breve revisao nos conceitos de probabilidades.

Vamos supor que a cada evento Fj, numa colecao de N eventos F1, Es, Fs, . ..

atribui-se uma probabilidade de ocorréncia, que chamaremos de Py, com
Zgzl P = 1. Por exemplo, langando-se uma moeda os dois resultados pos-
stveis (cara e coroa) podem ser identificados como eventos E; e Es, cujas
probabilidades de ocorréncia, se a moeda for perfeita, sao P, = P, =0, 5.

Uma varidvel z, que toma os valores x1 se E; ocorre, xo se Fy ocorre
etc, é chamada de varidvel aleatéria. Se num langamento de moeda, vocé
aposta, por exemplo, R$1,00 para a ocorréncia de cara e R$3,00 para a
ocorréncia de coroa, seus ganhos constituem uma varidvel aleatéria com
valores £1 = R$1,00 e 25 = R$3,00.

O walor esperado de = (que representaremos por (z)) para uma dada
distribuigdo de probabilidade é definido como

(@)= x P (2.20)
k

ENa
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No exemplo do lancamento de moedas, () = 1,00 x 0,5+ 3,00 x 0,5 =
2,00. Isto &, o ganho esperado por cada langamento de moeda ¢ R$2,00,
daf o termo wvalor esperado para (z).

Se realizarmos uma prova um nimero N (muito grande) de vezes, Ny das
quais acontece o evento E1, No, Fs etc, onde N1+ No+ No+...+ Ny = N,
espera-se que as frequéncias relativas f;, = N /N, com que ocorre o evento
Ey, sejam aproximadas pelas probabilidades ( fr = Py). Entdo o valor
médio de x, Yz fi, é aproximadamente o valor esperado (z), e os dois
termos (valor médio e valor esperado) podem ser usados como sindénimos.

Um outro conceito que aparece muito frequentemente é a wvaridncia,
(Az)?, da varidvel aleatéria z. Ela ¢ definida como

(Ax)® = <<x—<x>>2>=;<xk—<x>>2m

22 (v ()" 200 () i

- Zk:xipk+2k:<x>2pk—2zk:xk (z) P
— Zk:xiPk+<x>2zk:Pk—2<x>zk:kak

= () + (@) -2 () (2)

ou

(Az)® = (2%) — (z)” (2.21)

uma quantidade que mede o desvio do valor médio. Varidncias serao usadas
mais tarde para a formulacao das relagoes de incertezas de Heisenberg.

Nesta secao admitimos que os eventos eram discretos, enquanto que
em muitas aplicagoes na Mecénica Quéntica, é comum encontrar-se dis-
tribuigbes de probabilidades continuas. Neste caso, as somas em (2.20) e
(2.21) devem ser substituidos pelas integrais correspondentes. Por exemplo,
para uma func¢ao de onda normalizada, o valor médio ou o valor esperado
da coordenada z, que é uma varidvel aleatéria, &

(z) = /x O (2, 1) dr (2.22)

O valor médio do vetor posicao, r, é

() = /r W (2, 1) dr (2.23)

2 A partir de agora, usaremos a notacio dr = dxdydz = dV, se estamos em trés di-
mensoes, dr = dzxdy = dS, em duas dimensoées e dr = dz, para uma dimensao. O simbolo
fT f dr, significa que devemos integrar a func¢ao f em todo espago correspondente.
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Uma fungdo arbitraria de r, f(r), tem o valor esperado:

(f(x)) = / F) [, D) dr (2.24)

2.8 Valores esperados de varidvels dinamicas.
Operadores.

As Eqgs. (2.23) e (2.24) definem os valores esperados para o vetor posigao e
fungbes arbitrérias desse vetor. Os valores esperados de varidveis dinAmicas,
tais como, velocidade, momento e energia, podem ser definidos satisfatori-
amente, aplicando-se o Principio da Correspondéncia de Bohr. Para isto,
exigimos que o movimento cldssico de uma particula seja descrito de forma
aproximada pelo comportamento médio de um pacote de ondas e, a par-
tir disso, calcula-se os valores médios das varidveis dindmicas que devem
satisfazer as leis da mecanica cléssica.

Por exemplo, esperamos que a derivada temporal de (r) corresponda a
velocidade cldssica. Para a componente x, teremos

d d
a(m) = E/TxP(x,t)dT
_ /de(x,t) ir
T

pois a dnica quantidade no integrando que depende do tempo é P. Usando
a equacgao da continuidade [(2.19)], podemos escrever

d B dP(z,t)
7 (x) = /Tzidt dr (2.25)
(2.26)
= f/:r (V-j) dr
Mas
Y EC P
z(V-)) = x<8x+8y+82)
0, . _ 0, . o, .
= %(1‘]1) —Jz + a_y(xjy) + E(WH)
ou
z(V-))=V-(x]) — jo- (2.27)

Substituindo esta igualdade, obtemos:

%(w)z—/rv-(xj)dT+/jsz~

T
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Como acontece com as funcoes quadraticamente integrdveis, ¥ se anula
suficientemente rapido no infinito, de forma que a integral contendo a di-
vergéncia, [ V- (zj)dr, se anula nessas condigoes. Assim, a derivada tem-
poral do valor médio de z, é:

d .
pr (x) = /sz dr.

A mesma expressao vale para as outras componentes:

d .
£<y>_/ﬂyd7

Tomando entao o vetor r =ix + jy + k 2, encontra-se:

L) = il ) i ) k()

= /(ijﬁjjwka) dr.

T

ou

d
pn (r) = /Tj dr. (2.28)
Usando agora a definigdo de j apresentada na Eq.(2.19)

ey :%/[w* VU — (V) U] dr
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e integrando por parte, obtemos®:
d h
— = 2 U* VU d
dt (r) X 2im /T T

= i/\IJ*V\I/dT.
im J.

ou

d h
- - 2 [ ug*rvyvU
m t<r> ; /T VV dr

= /\IJ*EV\IJ dr
S

= /\IJ* (EV)‘PdT
- (

O lado esquerdo desta equagao é simplesmente a massa vezes a velocidade
cldssica. De acordo com a suposicao de que os valores médios satisfazem
as leis da mecanica cldssica, o lado direito dessa equagao deve ser igual ao
valor esperado do momento, p, da particula. Entdo somos levados a definir

h
(D) = / v (f v) W dr. (2.29)
- i
3 Considere a componente x dessa integral:
+oo *
o e (5r) o)
oo ox ox

O segundo termo pode ser integrado por partes, usando a férmula f:udv = uv
f; vdu. Assim:

b

“=

oo/ Hp* too 9w
Udr = U*u|t> U* 2= dz.
/ < . > dx [ipes / = dx

J —oo J —oo

Como ¥(+o0) = 0 (fungdo quadraticamente integrdvel) o primeiro termo do segundo
membro se anula e obtem-se:

—+o00 * —+o0
/ <3‘II >\Ifd:r:7/ ‘I/*a—‘lldx
— oo ox PN dx

oo ov ov* oo OV
/ \Il*——< )lll}dx:2/ U*— dz.
oo ox ox oo dx
Como a mesma expressao vale para todas as componentes, podemos inferir o resultado,

substituindo-se ‘3—;1: — V.

Assim
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Podemos mostrar que esta identificacao € ratificada, se considerarmos a
taxa de variacao de (p) com o tempo, isto é:

9 o [ . [h

Vamos considerar a componente x desta equagao:

9 o [ . (hd

5 Pe) = E/T\II (7@)‘1’057

. oV AV D [0V
L AN B )

onde invertemos a ordem da derivada de x e t no segundo termo do se-
gundo membro. Vamos eliminar a derivada temporal, usando-se a equagao
de Schrodinger para U e U*, isto é:

ov h?

h——=———V?U + VU
! ot 2mv +
e
—m@ = —h—2v2x1/* + VI
ot 2m ’
Assim

9 R, L) O
5 Pe) = /TK—%V 1} +vm)%} dr
2
—/ {\1/*3 (—ﬁ—v2w+vw>]d7
- oz 2m

2
I (VQ\II* — \II*EVQ\I/> dr
- ox

2m

) 2N
+/T <V\I! S (V\IJ)) dr.

Vamos usar o teorema de Green, [ (u Vi —v VQu) dr = fS (u Vv — v Vu)-
n dS, para transformar as integrais volumétricas, contendo Laplaciano, em
integrais de superficies. Fazendo as devidas substitui¢oes, obtem-se

0 h? Lo (OU
5 P) = o S{(V\I/)E—\IIV(%ﬂmdS

LU 9
+/T (V\IJ S (V\p)) dr.
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Devemos lembrar que S, é a superficie que envolve o volume 7, que no
nosso caso abrange todo o espaco. Assim, tanto ¥, como suas derivadas, se
anulam nessa superficie e a integral é identicamente nula. Logo,

9 ) = L(vw*a—q’w*ﬁ(vqn) dr

ot ox ox
L A )7

ou finalmente

) A\

Da mesma forma como temos feito para outros casos, esta expressao vale
para todas as componentes de p. Assim, no caso mais geral obtem-se:

0
ot (p)

/Txp* (-VV) ¥ dr

(2.30)
= —(VV)=(F). (2.31)

Esta equagao representa a segunda lei de Newton, vdlida para valores
esperados (ou médios), de acordo com a formulag¢ao do principio da corre-
spondéncia. A expressao contida na Eq. (2.31) é conhecida como teorema
de Ehrenfest. Como estamos considerando forgas conservativas, esperamos
que a lei de conservacao da energia possa também ser escrita em termos de
valores médios. Em vista disto, a energia média deve ter a forma:

(H) =(K)+ (V) =(K) + / U*V ¥ dr = Constante (2.32)

Até agora ainda nao sabemos como expressar (H)e (K) em termos da
funcao de onda, o que faremos a seguir. Multiplicando (pela esquerda) a
equacdo de Schrodinger para ¥ [Eq.(2.19)], por U* e integrando o resultado
em todo o espaco, obtem-se:

[ w2l g =

= [0 (~5 V20 (r, 1)) dr + [ UV () D (r,t)dr (2.33)

Derivando esta equagao em relagao ao tempo, pode-se mostrar que o lado
direito ¢ uma constante de movimento com dimensao de energia. Entao,
como o segundo termo do lado direito é o valor médio da energia potencial,
podemos identificar o primeiro termo do segundo membro como o valor
médio da energia cinética e, por conseguinte, o primeiro membro como a
energia total média da particula. Isto é:

(H) = / g2 &Y o (2.34)
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(K) = /T v (—%V2\I/(r,t)) dr (2.35)

A seguir faremos algumas observagoes a respeito dessas expressao que
calculamos nesta segao.

Remark 2 As expressdes para calcular valores esperados (ou valores mé-
dios) tém sempre a mesma forma: se quisermos calcular o valor esperado
de uma grandeza G, usamos sempre uma expressao do tipo

(@) = / U (r,1) G U(r, 1) dr. (2.36)

Entretanto, para se calcular a integral em (2.36) precisamos expressar a
grandeza G em funcio das coordenadas (x,y,z) e do tempo t. Em mecédnica
classica, é sempre possivel encontrar-se tal funcao. Por exemplo, se a grandeza
G representa o momento p da particula, podemos sempre escrevé-lo em
funcao das coordenadas das particulas, uma vez que é sempre possivel
conhecé-lo de forma precisa, em cada ponto da trajetéria. De fato, podemos
resolver a equagao de movimento m¥ = F, para uma lei de forca especifica
do problema que estiver em pauta. A solugdo nos fornece r = r(t) e, dai
v(t) =T, que nos permite calcular o momento em cada ponto da trajetdria,
isto é, p=mv(r) =mi(r), o que completa o raciocinio.

Mas, em mecdnica qudntica, o principio de incerteza de Heisenberg nos
diz que mao é possivel escrever p em funcdo da posicio r, pois r e p
nao podem ser conhecidos simultaneamente com precisao absoluta; e mais,
este principio elimina qualquer tentativa de se representar o movimento
através de trajetoria. Devemos, portanto, encontrar alguma outra forma de
expressar G em termos de r e t. Voltemos a equagdo (2.29):

(p) =/T\1/*(r,t) (?V‘I’(r,t)) dr

De acordo com a forma geral de valores esperados, (G) = [ W*(r,t) G ¥(r,t) dr,
podemos escrever

(p) = / W (r,) (p W(r,1) ) dr

Esta equagdo nos sugere uma associacao entre a grandeza dindmica p
e o operador diferencial %V. Em outras palavras, o efeito de multiplicar
a fungdo U por p, (p¥), é o mesmo que obtemos, fazendo agir sobre ela
aquele operador diferencial, isto é, %V\IJ.Este procedimento pode ser esten-
dido para todas as grandezas dindmica. Concluimos, portanto, que a cada
grandeza fisica G, estd associado um operador (diferencial ou ndo) G. Para
distinguirmos a representa¢do da grandeza e seu operador correspondente,
vamos escrever este (nas situagées em que possa ocorrer uma interpretagdo
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dibia) como GA.A Assim, a cada grandeza G associamos um operador G: G
(grandeza) — G (operador). A equagdo (2.36) pode ser reescrita como:

(@) = / w(r1) (Gwen) dr (2.37)
Operadores Importantes
Grandeza Fisica Operador
Posicao, r r=r
. h
Momento, p P :;V
5 (2.38)
Energia Total, £ E=ih—
ot
. - n? _,
Energia Cinética, K K=—-——V
2m
Energia Potencial, V(r) V(r) = V(r)

Como veremos mais adiante, os operadores desempenham wm papel muito
importante na mecdnica qudntica.

Remark 3 Com o auxilio dos operadores, podemos obter a equagdo de
Schrodinger a partir da equagao cldssica da energia (sistemas conserva-
tivos)

H(I’, p) =F

fazendo-se a substituicdo formal*

r < T
h

p < -V
1

P oo inl

ot

Por exemplo, no caso do movimento de uma particula, sujeita a um po-
tencial V(r), temos para a fun¢do Hamiltoniana:

»
m

H +V(r) =E.

[\

4E bom lembrar que este procedimento nao significa uma tentativa de obter a equacao
de Schrodinger a partir das leis cldssicas. Como sabemos, nao existe nenhuma maneira
(além desta substitui¢do formal) de se obter tal equacdo a partir da mecéanica cldssica,
uma vez que a forma de descrever o movimento nas duas mecanicas sdo conceitualmente
diferentes.
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Feitas as substituicao acima sugeridas, encontra-se o operador Hamilto-
niano para este caso

N h2 9
H=—— \%
2mV +V(r)
e a equacdo de operadores
hQ 2 . 8
—%V + V(I‘) = Zha

Por se tratar de operadores diferencias, é evidente que uma equacgdo deste
tipo nao tem nenhum sentido se ela ndo estiwer atuando (operando) sobre
alguma fungio das coordenadas e do tempo. E necessdrio, portanto, multi-
plicar (pela esquerda) por uma fungdo ¥(r,t). Logo,

2
(:_mVQ + V(r)> U(r,t) = ih%q/(r,t)

que é a equacao desejada. Esta equacao pode ainda ser representada sim-
bolicamente por

N 0

H U(r,t) = zha\I!(r,t) (2.39)
que é a equacdo de Schrodinger na forma de operadores, obtida pela sub-
stituicao formal das varidveis cldssicas na func¢ao hamiltoniana pelos oper-
adores correspondentes.

2.8.1 Operadores

Como observamos anteriormente, os operadores desempenham um papel
fundamental na mecénica quéntica, pois eles representam de alguma forma
as grandezas fisicas, sobre as quais estamos interessados no nosso estudo.
Em vista disto, desenvolveremos nesta se¢ao parte da teoria matemadtica
dos operadores, que nos serd muito til futuramente.

2.8.2  Definicao de operadores

Como defini¢ao, dizemos que um operador é qualquer entidade matemética
que opera (atua) sobre qualquer funcao, digamos, da varigvel z, obtendo-se
como resultado desta operagdo uma nova funcao dessa varidvel.

Seja, por exemplo, um operador fl(x) = z, atuando sobre uma funcao
¥(x), isto é, Ap(z). O resultado disto ¢ uma outra funcao ®(x) = zip(z),
ou seja, A(z) = zip(z) = (z).

Um outro exmplo ¢ o operador A(:c) = %x. Entéo, para qualquer fungao

P():
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ou

Ap(z) = ¥(x) +xag—?. (2.40)

O segundo membro desta equacdo foi obtido, usando-se a regra usual
da derivada de um produto de fungoes: zi(x). Como a igualdade (2.40) é
vilida para qualquer fungio ¥(z) podemos omitir formalmente esta fungao
nos dois membro da equagao e escrever uma equacao de operadores:

0 0

—rx=14+x—.

ox ox
De um modo geral, a equagao de operadores
A=B+C

implica
para qualquer fungdo ().

2.8.8 FEquacao de autovalores

Para cada operador A existe um conjunto de nimeros (a,) e um conjunto
de fungoes (u, ) definidos pela equagao

~

A(z) up(z) = ap up () (2.41)

onde u, s@o denominadas de autofun¢des e a, sdo os autovalores corre-
spondentes. As autofungoes de um operador sao, entdo, funcoes especiais
que permanecem inalteradas sob a operagao do operador, exceto pela mul-
tiplicacao por um nimero, o autovalor correspondente.

Como exemplo, vamos considerar o operador A(z) = —id%, e a equagao
de autovalores correspondente fica
. d
—i Un (X) = ap, up ().

Isto corresponde a uma equacao diferencial de primeira ordem da formas:

d .
T Up () — iay, up(x) =0,

cuja solugdo (normalizada) é do tipo
tan

un(x) = e'*n®,

como pode ser verificado facilmente, substituindo-a na equagao original.
Nesta solugao, a, sao constantes arbitrarias que dependem das condigoes
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de contorno do problema que estivermos resolvendo. Note que esta solucao
é geral, nao sendo possivel extrair dai nenhuma conclusao a respeito da
forma particular desses autovalores, até que as condi¢bes de contorno do
problema em questao sejam conhecidas.

Por exemplo, poderfamos estar interessados em resolver este problema
para o caso de uy(z) ser periédica numa regido finita de comprimento L,
isto é, u,(x + L) = u,(x). Aplicando esta condigao a solugao encontrada,
temos:

un(@+ L) = up(x)
eian(erL) _ eiana:
ean - 1
0 que implica
2mn
ap = I
2min — 1 1 4 . .
uma vez que e = 1, para qualquer nimero inteiro n.

Considere agora a diferenca entre dois autovalores sucessivos:

21

Gp41 — Ap = .
L

Se fizermos L — oo, isto é, se a fungao for periédico em todo o espago,

entao a diferenca entre autovalores sucessivos torna-se nula e as autofungoes

tomam a forma

u(z) =e

Neste caso, os autovalores tornam-se varidveis continuas, podendo receber
qualquer valor, diferentemente do caso em que L é finito, onde os autoval-
ores s6 podiam ser miitliplos inteiros de %’r

Desta discussao, observa-se que os autovalores de um operador dependem
fortemente das condi¢bes de contorno impostas pelo problema particular
que estamos resolvendo, tal que esses autovalores sé serao bem definidos,
quando essas condigoes sao conhecidas.

2.8.4 Relagoes de comutac¢ao

Vamos consideram uma operagao sucessiva de dois operadores A e B. Defin-
imos o comutador desses operadores como:

[A, B} —AB-BA (2.42)
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que é a diferenga entre as operagoes, em que primeiro atua o operador B
seguido de A e A seguido B. Ao contrédrio das operacoes numéricas,”> em
geral, os operadores nao comutam, isto é,

[A,B} 40,

mas seu comutador pode ter como resultado um novo operador.

Para exemplificar, vamos considerar um caso simples: A=zeB= a%'
Ja sabemos que o comutador de dois operadores pode ser um novo oper-
ador. Sabemos também que um operador sé tem algum significado se estiver
operando sobre alguma fungao arbitrdaria (x). Assim, para calcularmos o
comutador, vamos fazé-lo operar sobre uma funcao arbitraria. Isto é:

| 0@ = (o5 - 557) vlo)

oY oY
or  Tox
= —

Como isto é verdade para qualquer 1, podemos encontrar a equagao de
operadores, omitindo a funcdo em ambos os membros da equacao:

0

que é a equagao que determina o comutador dos dois operadores. De uma
maneira geral, a equagao que determina o comutador de dois operadores
quaisquer é denominada de relacao de comutag¢do para aqueles operadores.

Remark 4 Mostramos que a posicdo T e o momento p, SG0
representados pelos operadores

T
0

i Ox

Pz <

| >+ 8

Vamos calcular a relagio de comutacao desses operadores. De

(2.42), temos
#.u] = [, 20
X = |\Ty, T
y Dz ' o
5Considere dois nimeros quaisquer x e y. Se definirmos o comutador como na Eq.

(2.42), essa operagdo nos dé sempre como resultado [z,y] = 0, devido & propriedade
comutativa da multiplicagdo (algébrica): zy = yz = [z,y] = zy — yz = 0.
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Lembramos que devemos fazer esse comutador atuar sobre uma
funcao arbitraria:

h 0 ho ho
sim)ve = (ot i) v
Rl N
= i(m-vn)
= U =ih()

ou, eliminando a fungdo, encontra-se
[#, ps] = ih. (2.43)

Este exemplo é importante para atribuirmos um significado fisico
aos operadores. O fato de os operadores T e p, nao comutarem
estd coerente com as relacao de incerteza e o significado que

daremos aos operadores. Como definimos anteriormente, [A, B}

representa a diferenca entre as operagoes sucessivas de oper-
adores. Agora, suponha que desejamos fazer dois tipos de ob-
servagdo, que designaremos por A e B (por exemplo, A pode
ser a medida da posicdo e B, do momento). Vamos representar
por AB a observagdo primeiro de B (momento, no exemplo)
sequida de A (medida da posi¢io). BA serd a observagdo na
ordem inversa. Como cada observacao afeta a outra (estamos
raciocinando com as medidas de posicao e momento) de acordo
com o principio da incerteza, entdo os dois procedimentos darao
resultados diferentes. Representamos isto simbolicamente por

AB —BA#£0

Isto sugere que as observagdes A e B sejam representados por
operadores AeB e, de wma maneira geral, deve-se associar
um operador a cada grandeza observdvel, tais como: posi¢cao,
momento, energia etc.

61
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Printer: Opaque this

3

Equacao de Schrodinger independente
do tempo

3.1 Introdugao

A equacgdo de Schrodinger obtida anteriormente para uma particula sujeita
a um potencial, que na sua forma mais geral pode ser escrita como
oV (r,t) h? _,
th——"2% = ——V*U(r,t) + V(r,t)¥(r,t 3.1
) = () + V() () (31)
descreve a evolugao temporal de ¥(r,¢). Em alguns casos, quando V (r,t) =
V(r), isto &, para sistemas conservativos, podemos encontrar solugoes in-
dependentes do tempo — conhecidas como estados estaciondrios — a partir
da equagdo de Schrédinger independente do tempo. Como é de nosso in-
teresse nesta fase do curso, vamos considerar por enquanto apenas o caso
unidimensional, isto &, = U(x,t).
Para este caso particular, a Eq. (3.1) reduz-se a:
.halIf(:E,t) h? 0?
th—— = ————
ot 2m Ox2
A Eq. (3.2) é uma equagao de derivadas parciais nas varidveis z e t, que
pode ser reduzida a um par de equagoes diferenciais ordindrias em uma
varigvel, quando usamos o método de separacio de varigveis' Para isto,
vamos supor que (3.2) admite solugoes do tipo

U(x,t) =T(t) u(x) (3.3)

U(z,t)+ V(x)U(x,t). (3.2)

1Ver, por exemplo, Arfken.
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onde T'(t) e u(x) sdo fungdes s6 de t e x, respectivamente. Substituindo
(3.3) em (3.2) obtemos:

aT(t) _ { h_282u(1’)

thu(z) ot " 2m  Ox?

+V(x) u(l’)} T(t).

Dividindo ambos os membros desta equagao pelo produto T'(t)u(z) encontra-

se
1 dT(t) 1 2 dPu(x)

ZhT(zﬁ) at u(z) {zm d? +V(:v)u(x)} (3.4)

A forma de (3.4) é simples: no primeiro membro s6 aparece a varidvel ¢ e
no segundo, a varidvel x. Isto significa que, para esta equagao ser satisfeita,
é necessario que ambos os membros sejam independentes tanto de ¢ como
x, isto é, cada um deles seja igual a uma constante:

1Tt
O E (3.5)
[ R dux) Y V(2)u()| = E (3.6)

uw(z) | 2m da?
onde F é chamada de constante de separacao.
A Eq. (3.5), que pode ser reescrita como

dT'(t) i
——==——-FET(t 3.7
== 1 ET() (37)
tem como solugao '
T(t) —_ Ce—zEt/h (38)
como pode ser mostrado facilmente, substituindo-se este resultado de volta

na Eq. (3.7).
A outra equagao, (3.6), cujas solugdes estamos interessados agora, pode
ser reescrita como

n? d?

Como nesta equagdo ndo aparece a varidvel ¢, ela é frequentemente con-
hecida como Equagdo de Schrodinger Independente do Tempo (ESIT), e
tem a forma de uma equacao de autovalores, que estudamos na Parte II
(secdo sobre Operadores). De fato, o termo entre colchetes no primeiro
membro, representa o operador Hamiltoniano (em uma dimensao)

. ]52 R h2 d2

H= o +V(z)= 5 73 +V(x) (3.10)

e a equagao correspondente [(3.9) e (3.10)]

Hu(z) = Eu(x) (3.11)
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tem a forma de uma equagao de autovalores, como conhecemos. A constante
de separacao E pode agora ser identificada como o autovalor do operador H;
seu valor depende das condigoes de contorno impostas & (3.11). A solucéo
de (3.11), que ¢é a autofuncdo correspondente ao autovalor E do operador
H , depende evidentemente de F; por isso, para expressar este fato, vamos
escrever u(x) = ug(x), para um particular autovalor E. Assim sendo, tem-
se

Hug(x) = Eug(z) (3.12)
e a solugao (3.3) é da forma:
U(z,t) = ug(zx)e B/, (3.13)
A densidade de probabilidade de encontrar a particula num ponto x
e no instante ¢, como energia E, definida como P(z,t) = |¥(z,¢)° =
| up(z) e_iEt/hIQ = |ug(z)]* - ‘e_iEt/h‘ = |ug(z)*, ¢ independente do
———

—iBt/h |2 = 1 para qualquer F real. Assim,

tempo, uma vez que o termo \ e
para estados estaciondrios,

P(z,t) = P(z) = |ug(z)]” . (3.14)

Como (3.2) é uma equagao linear, qualquer combinagao de solugbes da
forma (3.13), com valores permitidos de E, também é uma solucao daquela
equacao. Logo, a solugdo mais geral de Eq. (3.2) é da forma?

U(z,t) = <Z+/dE> c(E)ug(z) e F/h (3.15)

onde ¢(F) é uma fungdo arbitraria dos autovalores, a soma se estende sobre
todos os valores discretos de F e a integral, sobre os valores continuos dos
autovalores. Isto constitui a base do postulado da expansao de fungoes em
mecanica quantica, que voltaremos a falar mais tarde. A seguir discutiremos
alguns problemas de autovalores para movimento em uma dimensao.

3.2 Estados estacionarios em uma dimensao

O fato da equagao de Schrodinger independente do tempo (3.9) ser uma
equagao diferencial linear de segunda ordem em z, sendo V(z) finito (in-
depedentemente de ser continuo ou descontinuo), ¢ suficiente conhecermos

2Estamos admitindo o caso mais geral, onde o espectro de autovalores pode ser, simul-
taneamente, discreto e continuo. Entao, na notacao da equacdo abaixo, ) 5 representa
uma soma sobre todos os autovalores discretos, enquanto que f dE se aplica a parte
continua do espectro. Desta maneira, garantimos que a combinagao linear envolve todas
as solugoes particulares da equagao de Schrodinger.
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o comportamento da solu¢do ug(z) e de sua primeira derivada duc’f—x("”) em
qualquer ponto, o que é feito, integrando-se a equagao de Schrodinger cor-
respondente, conhecida a solucao em algum outro ponto do espago x. De
fato, se V() for uma fungao continua da varidvel x, por exemplo, segue
entao de (3.9)

d*ugp(x 2m

Turl) 20 (g v @) u() (3.16)
que ug(z) e todas as suas derivadas serdo continuas.

Por outro lado, se V(z) tiver alguma descontinuidade finita no ponto x,

vé-se de (3.16) que a derivada segunda (e todas as derivadas de ordem mais

elevadas) serd descontinua naquele ponto. Assim, tudo que precisamos fazer
dug(z)

¢ impor a condicao de continuidade tanto para ug(z) quanto para =

no ponto de descontinuidade do potencial.

Para sabermos o que as condigoes de continuidades representam fisica-
mente, vamos analisar as expressoes para a densidade de probabilidade e
corrente, no caso em questao:

P(z) = Jup(z)[’

i(z) = = (w;;(x)d“ff(x)—d“E("”)uE(x)> (3.17)

 2im
Da equagao da continuidade

OP(z,t) n dj(x)

=0
ot Ox
e do fato de que P (z,t) = P () ser independente do tempo, segue que
dj(x)
=0 3.18
In (3.18)
ou seja,

j(z) = Constante (3.19)

para todo x, o que equivale, em analogia com a hidrodindmica, a um escoa-
mento de um fluido incompressivel. Em particular, no ponto onde haja a
descontinuidade (finita) do potencial (aqui considerado como o ponto xg),
devemos ter a continuidade da corrente j(x; ) = j(zd), ou seja, a corrente
calculada & esquerda do ponto x¢ (z, ) deve ser igual aquela do lado direito
(zg). Uma consequéncia desta anélise ¢ que devemos ter, ambos, u(z) e%,
continuos através do ponto xg, isto é,

up(zg) = up(g) (3.20)

- : (3.21)
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que sao as condigoes de contorno para o caso em consideracao.

Uma outra situacao pode ocorrer, quando o potencial tem uma descon-
tinuidade infinita no ponto zg, isto €, o potencial ¢é finito, por exemplo, do
lado esquerdo de xg e infinito do lado direito deste ponto:

| o |z| <0
V(z) = { +oo, |z| >0

Neste caso, é possivel determinar as condigoes de contorno para este
problema, levando em conta a passagem do limite do caso finito mais as
condigoes de continuidade descritas acima. Em outras palavras, podemos
descrever este movimento, considerando

_J 0, JzI<O
V(”—{ Vo, 2] >0

e no final, passando o limite para Vi — oo.
Vamos supor que estamos interessados na solugao da equagao de Schrodinger
para0 < E < Vp :

Pug(x)  2m
a2 - 72 (£ —V(2)]ug(r).

Entao para a regiao z > 0, V(z) = 0 e a equagdo se reduz a

Pug(z 2mE
df’z( - v,

cuja solugao é da forma
ug(x) = Asenkx + B cos kz, (x <0)

onde k = \/2BE. Para 2 > 0, (E < Vp) a equagdo toma a forma

dPug(z)  2m(Vo—E)
dz? h?

Esta equacao nos diz que a segunda derivada de u é uma constante positiva
multiplicada pela mesma funcdo. Assim, as solucoes sdo da forma e*"

sendo a solugao mais geral combinacao linear das duas fungées, isto é
ug(x) =Ce "kx + De™, (z>0)

com Kk = W A condicao para que as solugoes sejam fisicamente
aceitdveis, isto é, sejam fungoes quadraticamente integraveis (u(to00) = 0),
impoe D = 0. Além disso, como u(0~) = u(0") (continuidade de u), implica

du(07) _ du(0h)

que B = C, enquanto que —;— = —— assegura que kA = —xC. No
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limite Vyp — o0, kK — 00 e, para que as solucoes na regiao x < 0 mantenham-
se finitas, é necessdrio que C' — 0 naquele limite. Da relacao B = C, resulta
que B = 0. A constante A néo fica determinada por esta relagdo, mas da
condigdo de normalizagdo. Assim, substituindo os valores das constantes
para as solucgbes acima, encontramos as seguintes relagoes para o caso que
analisamos:

ug(zg) = 0
dufl—(m”) = indeterminada (3.22)
X

Além disso, como C' e D sao nulos, a solugdo na regiao onde V' — oo, as
solugdo sdo u(z) = 0, para todo = > 0.
A seguir, estudaremos alguns problemas em uma dimensao.

3.3 Estados estaciondrios de uma particula numa
caixa: o poco quadrado infinito

Nesta secao discutiremos o problema de autovalores de uma particula su-
jeita a um potencial do tipo

_J 0 2| <a
V(:r)—{ oo, llsa (3.23)

A escolha deste potencial corresponde a restringir a particula numa
regiao correspondente ao intervalo [—a,a] (v. figura). Isto implica que a
equagao de autovalores deve satisfazer as condig¢oes de contorno, de acordo
com (3.22),

u(a) =u(—a) =0 (3.24)

A solucao da equacao de Schrodinger na regido onde V' — oo, isto é para

todo |z| > a é trivial
u(z) =0, |z| >0
de acordo com a discussao anterior. Isto significa que nunca encontraremos
a particula nessa regiao.
_ Vejamos a solugao na regiao |z| < a. Neste caso, V(z) = 0 e a equagio
H u = Eu pode ser reescrita como
d*up(z) 2mE
= — ug(x 3.25
d.’L'Q hQ E( ) ( )

Como jé sabemos, a solugao de equagoes de autovalores depende dos
valores de E. Vamos considerar solugoes para valores F < 0, isto é F =
—|E|. A Eq.(3.25) toma a forma

Pug(zx 2m|E
d:lj?( - hl s
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A V(x)
- V -
o :
N E,
E;
E,
m—
—
-a a X

FIGURE 3.1. Esquema de um pogo de potencial e dos trés primeiros estados.
Observe o estado fundamental, que é (sempre) um estado par.

ou

d2

PU®) _ 2 (o) (3.26)
onde kK = 2”;|2E|. A solugdo mais geral de (3.26) é do tipo

up(z) =A™ + Be ™"

Como podemos ver facilmente, esta solugao nao satisfaz a condigao de que
u(£a) = 0, ndo podendo ser considerada como solucao fisica do problema.
Isto é, nao existem solugoes para este problema com energias negativas.
Isto faz parte de uma restrigdo mais geral (que trataremos mais tarde) de
que nao existem solugoes para valores da energia menores do que o menor
valor do potencial.

Vamos investigar as solugoes com E > 0. Neste caso temos

d*up(z)

dz? = _k2 UE (1’)

onde
2m |E)|
72

k= (3.27)

69
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. As solugoes desta equagao, que satisfazem as condi¢oes de contorno (3.24)
sao

ug)(x) = Asen kx (3.28)
ug)(x) = Bcos kx (3.29)

onde os indices (£) referem-se as propriedades par/impar da funcdo pela
reflexdo x — —z em torno da origem. Esta identificagdo serd 1til para uma
andlise posterior. Usando as condi¢oes de contorno (3.24) ug(a) = 0 resulta

ka= n’g onde n’ = 2,4,6, ..., par

ou

kona = 2n (g) onden=1,2,3,... (3.30)
Logo
u(_)(x) = Asen ka,x (3.31)
Fazendo o mesmo para (3.29), isto é ug_) (a) = 0, resulta
ka= n”g onde n” =1,3,5,..., fmpar
ou -
kon 10 = (2n+ 1) (§> onde n=1,2,3,... (3.32)
e disso

u(f)(x) = A coskapi1x
Nessas equacoes A e B sao constantes de normalizacdo. Elas podem ser
obtidas fazendo-se:
“+oo
/ lu(z))® dz = 1

— 00

ou

—a +a +oo

/ |u(x)|2d:x+/ |u(x)\2d:c+/ lu(z) [ do = 1
—o0 —a +a

N — e —

As integrais de (—o0, —a) e (a, 00) sdo nulas, uma vez que u(x) é nula nessa
regiao. Resta entao
“+a
/.

+a
/.

dr = 1

2
u(+)($)‘

2
‘dle

u' 7 (z)
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que nos fornece A = B = \/g Combinando as equagcoes (3.30) e (3.32)

k)Qn o s
on  2a
kongr T
2n+1 2a
resulta
Fan _ ani _ 7

on  2n+1  2a (3.33)

Esta equagao é uma férmula de recorréncia vélida para todos os indices;
dessa maneira obtemos

bn _ 7
n  2a
ou nr
k,=— onden=1,2,3,... (3.34)

2a
De (3.27) e (3.34) obtem-se

n’n?  2mE,

k2 = =
" 4a? h?
Logo
n2m2h?
sendo Fy| = 8”;7222 a energia do estado fundamental.

A equagado acima nos dé os valores permitidos das energias para uma
particula num caixa; as autofungoes correspondentes a esses autovalores
sao, como calculamos:

1
ugf)(x) = \/; cos (%) x, (n = inteiro fmpar) (3.36)

1
u%”(w) = \/;sen (%) x, (n = inteiro par) (3.37)

sendo u(1+)(:n) = \/% cos (%) x a funcdo de onda correspondente & autoen-

ergia F; do estado fundamental. No grafico estdo representadas as trés
primeiras autofungoes.

Remark 5 E importante observar que as energias possiveis para uma particula
numa caiza constituem um conjunto discreto de niveis; isto nao é um priv-
ilégio deste problema em particular. De fato, como veremos em outros casos,
esta é uma caracteristica de sistemas em que a particula estd confinada a
uma regiGo limitada do espaco. Embora a mecanica cldssica ofereca solucoes
oscilatdrias para o caso limitado (e.g. oscilador harmonico), as energias ali
calculadas podem ter qualquer valor do continuo, ao contrdrio do que se
verifica mo caso da mecdnica qudntica.
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Remark 6 Outro fato importante de se mencionar refere-se aos tipos de
solugdes encontradas, pares ou impares. Isto é uma propriedade geral das
solugdes da equagdo de Schriodinger para os casos do potencial ser uma
fungao par das coordenadas, isto é V(x) = V(—x), como era o caso do
problema analisado anteriormente. Se o potencial possui esta propriedade,
entdo a equacdo de Schrédinger

h? d*ug(z)
—5 g2~ V(@) up(@) = Eup(2) (3.38)
transforma-se em
h? d*up(—x)
g V@ un(e) = Fup(—) (39

quando fazemos x — —x, usando V(—x) = V(x). Vé-se que as fungdes
up(—x) satisfazem a mesma equacgdo de ug(x) com os mesmos autovalores.
Dizemos entao que ug(x) e up(—x) sio degeneradas com o autovalor E. A
combinacao linear dessas duas classes também é uma solugcao da equacgao de
Schrédinger com o mesmo autovalor. Em particular v = u(x) + u(—x)
e u™) = u(z) — u(—x) sio solugées dessa equagdo, como pode ser visto
facilmente, somando-se e subtraindo-se (3.38) e (3.39), isto é

12 & [up(@) + up(-2)]

2m dx?
= Flup(r)+up(-2)]

+V(2) [up(z) + up(—2)]

R fus(a) - us(—2)
2m dxz?
Elug(z) — up(—z)]

+V(2) up(z) - up(-2)]

ou, usando a notagio u®)

B2 d2u® (3?) + +
—5 g3tV WP (z) = Euy) (@)
Da defini¢io de u®) (z) = u () £ u(—z) vé que, quando fazemos © — —x

u () = u(z) + u(—z) — v (—z) = u(—2) + u(z) = u' P (z)
a fun¢ao nio muda de sinal, isto é u'T) (—z) = ) (z) e, portanto, dizemos
que u'T) é uma funcio par. Por outro lado,

u @) = ()~ u(-w) = u(~a) = u(~2) - ulz) = ~u ()

e, portanto, se comporta como uma fungao impar. Isto explica a divisio das
solucdes da equagao de Schrodinger em classes de fungoes pares e impares,
quando o potencial é uma fungdo par da coordenada: V(z) =V (—x).
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Remark 7 Se colecionarmos as energias em ordem crescente de seus val-
ores, isto é
Fi < By < E3<...

as autofuncgoes correspondentes sao alternadamente pares e impares, sendo
par [ugﬂ (x), no caso analisado] a fungdo correspondente ao menor auto-
valor (E7), que é o estado fundamental do sistema analisado. Isto também
nao é uma privilégio do problema em questdo. De fato, como mostramos
anteriormente, as solugdes divididas em classes de paridade definida (isto
é, pares ou impares) é uma caracteristica devida unicamente & simetria do
potencial: se V(x) = V(—x), entdo as solu¢des da equagdo de Schrodinger
sao do tipo de paridade definida, com a funcdo de onda do estado funda-
mental sendo sempre par. A partir daf, existe uma alterndncia par/impar,
conforme mostramos para o caso particular analisado.

Remark 8 Como pudemos observar, a energia mais baiza (energia do es-

tado fundamental) nao é nula. Ao contrdrio, ela vale Ey = 8”;’1;2. FEste
fato estd intimamente relacionado com o principio de incerteza de Heisen-
berg, como podemos ver facilmente. Como o potencial analisado restringe
o movimento da particula a uma regido de comprimento 2a, isso acarreta
uma incerteza no momento Ap ~ 2%’ invalidando assim qualquer possi-
bilidade de que a particula possa estar em repouso, para a finito, uma vez
que tal fato implicaria se conhecer o momento com precisao infinita, isto é,
Ap = 0. Portanto, como resultado dessa andlise a energia do estado fun-
damental deve ser mesmo diferente de zero, como realmente calculamos.

3.4 Outros potenciais unidimensionais

Nesta se¢ao, estudaremos outros problemas simples, envolvendo potenciais
unidimensionais que serao tteis para ampliarmos nossos conhecimentos so-
bre os conceitos quanticos. Sempre que possivel, faremos comparagoes entre
as predigoes clédssicas e quanticas das situagoes analisadas.

3.4.1 O potencial degrau

Vamos considerar o movimento de uma particula sujeita a um potencial
mostrado na figura. Desta maneira temos:

0, z<0
Viz) = ) 3.40
@={% 230 (3.40)

Suponha inicialmente, que uma particula de massa m e energia total F
se encontre na regiao z < 0, movendo-se da esquerda para a direita. Clas-
sicamente, esta particula mover-se-d livremente nesta regiao até alcangar
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A V(x)

Vo

s Y

FIGURE 3.2.

o ponto x = 0, onde sofrerd a acdo de uma forca®no sentido contrario ao
seu movimento. O movimento posterior desta particula, como sabemos da
mecénica cldssica, dependerd da relacdo entre F e V. Admitiremos entao
duas situagoes: £ > Vy e E < Vj.

e >V

Classicamente, uma particula movendo-se nestas condigdes sofrera ape-
nas uma redugdo em sua energia cinética (correspondendo a uma redugao
no momento ou velocidade) ao passar da regido (1) para a regido (2). De
fato, como a energia total é constante (sistema conservativo) e igual a

E=K+V(x)

na regiao (1), onde V(z) = 0, terd uma energia cinética K1 = F—0=FE
ou o momento p; = v2mE; na regido (2), onde V(z) = Vy, Ko = E — 1},
correspondendo a um momento ps = /2m(E — Vj). Uma vez que E >
E — Vp, podemos afirmar que p; > ps (ou K; > K»), ou seja, podemos
encontrar a particula na regidao (2) ( > 0), mas com velocidade menor
do que a da regiao (2). Concluindo esta andlise cldssica, podemos dizer que
a particula transpoe a barreira de potencial, isto é, é transmitida para
a regido (2), embora sofra uma redugdo em sua velocidade (ou momento)
devido & agdo de uma forga nas proximidades do ponto x = 0. Mas, o

3Como sabemos da mecanica cldssica, quando tratamos de sistemas conservativos,
como os casos aqui analisados, a forga sobre uma particula pode ser obtida a partir da

energia potencial, através da expressio F = —VV(r) ou, para o caso em uma dimen-
= av N . L
sdo, F' = f%. Isto significa que, se o potencial for constante numa regiao, a forga

que atua sobre a particula naquela regiao é nula. No nosso caso especifico, a particula
experimentard uma forga no sentido negativo do eixo dos x ao se aproximar do ponto
x = 0, onde a energia potencial sofre uma variagao positiva.
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importante aqui é que a particula nunca é refletida de volta para a regido

(1).

Quanticamente, o movimento da particula é descrito pela fungao de onda
U(x,t) = u(x) e *F/" (lembre-se que V() & independente do tempo), onde

u(x) é a solugdo da equagdo de autovalores da energia

(% + V(m)) up(r) = Eug(x)

onde V(z) é dado por (3.40). Assim sendo, temos

— L2 dule) | Vou(z) = Eu(z), x>0

2m  dx?
2 52
—3 T = Bu(o), #<0
ou )
d;;(za:) n QZLZE u(z) =0, x <0 (regiao 1)

dzu(x) + Q"l(g{v‘)) u(z) =0, =z >0 (regido 2)

2

Fazendo-se as substituicoes

2mE
o= T
b - 2m(E — V)
2 = e

podemos reescrever as equacoes diferenciais como

d?u(zx)
dx?

+kiu(x) =0, <0 (regiao 1)

d?u(zx) e
+Ekyu(z) =0, x <0 (regiao 2)

dx?

(3.41)
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As solugoes gerais destas equagao, como ja sabemos, sao

ui(z) = AeM® 4 Be e (3.42)
us(z) = Cek2® 4 peiker (3.43)
que sao ondas de de Broglie, correspondendo aos momento p; = hk; e

p2 = hky do problema clédssico (u1 e ug referem-se as regices (1) e (2),
respectivamente). Os termos do tipo e’** correspondem a um onda viajando
no sentido positivo do eixo-z (da esquerda para a direita, no nosso caso) e
e~ o sentido negativo. As soluges (3.42) e (3.43) correspondem entdo
a uma combinagao de ondas viajando em ambos os sentidos. Na regido (1),
o comprimento de onda de de Broglie ¢ \; = pil e na regiao (2), A2 = p%.
Como p; > po, segue que A; < Az. A mudanga abrupta do comprimento de
onda em x = 0 é responsdvel pelo aparecimento do fenémeno de reflexdo da
particula pela barreira de potencial, fendémeno este que nao seria esperado
classicamente. De fato, a probabilidade de a particula ser refletida através
da barreira no caso em que E > V1, classicamente é nula. Em mecéanica
quantica porém nao podemos descartar a possibilidade de reflexao, devido
as caracteristica ondulatérias da particula.?

Considerando-se que a particula se move no sentido positivo do eixo—x
(da esquerda para a direita) ndo hd razdo para considerarmos ondas re-
fletidas na regidgo = > 0; logo, devemos fazer D = 0 em (3.43). Assim
procedendo, temos

up(z) = Aet® 4 Be~thir 4 <0
(3.44)
us(z) = C e'k2® x>0

As constantes A, B e C podem ser relacionadas pelas condi¢oes de con-
tinuidade que u e u/ = 9% devem satisfazer em 2 = 0 (veja se¢do anterior).
Dessas condic¢oes obtem-se

u1(0) = u(0) > A+B=C
(3.45)
ui(0) = uy(0) =k (A—B)=kC
Dessas equagoes, encontramos

ki(A—B)=ky (A+ B)

1A situacdo quantica é muito parecida com o caso de uma onda que se propaga numa
corda, cuja densidade muda abruptamente num ponto xg. Como sabemos da teoria de
ondas mecénicas, a velocidade de uma onda numa corda de densidade de massa u sujeita

a uma tensao T é dada por v = \/% Se a corda a direita de xp, ¢ mais densa que a
da esquerda, entao a velocidade da onda no lado esquerdo, isto é, v; é maior do que wva
e a onda sofre uma reflexdo ao passar pela juncao das duas partes da corda, da mesma
maneira como ocorre com a particula ao passar pela jun¢ao do potencial.
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ou

(ky + ko) B = (k1 — ks) A.

Logo,

k1 — ko
B= A. 3.46
(kl + k2> ( )

Da mesma forma

2k
= A 3.47
<k1 + k2> ( )
A funcao de onda resultante é
. k1 — ko .
= Aehi® Ae e 3.48
uy (z) e +(k1+k2) e (3.48)
_ A eth2T 3.49
wiw) = (o) e (3.49)

Como podemos notar, nenhuma condigao restritiva foi imposta aos val-
ores de k e, assim, a energia da particula pode ter qualquer valor a partir
de Vo (E > Vp). A constante A pode ser determinada pela condigio de
normalizacio.” Agora fica clara que ndo poderfamos ter encontrado uma
funcao de onda que satisfizesse simultaneamente as condi¢Ges de normal-
izagao e continuidade (de u e u’) se o coeficiente da onda refletida na regiao
(1) fosse tomado como zero, pois terfamos que satisfazer trés condigbes com
duas constantes arbitrarias apenas.

A probabilidade de reflexao ou transmissao do elétron através da barreira
pode ser obtida, calculando-se os fluxos de probabilidade (Parte II destas
notas), isto é:

d¥(z,t)  d¥*(z,t)
dx dx

jlx,t) = U*(x,t)

U (z,t)

2im
Como V(z,t) = u(x) e *F¥/" logo j(x,t) = j(x), independente do tempo,

facilmente verificado. Mas, pela equagao da continuidade vé-se também que
j(x,t) é independente de = [v. Eq.(3.19)].

5A condigdo de normalizacdo neste caso é
+o0 0 +oo
/ U (z, t)|? da =/ |u1(x)\2dx+/ lug ()2 do = 1.
oo —o 0

Como existem alguns problemas com o calculo desta integral, que ainda nao discuti-
mos, deixaremos este cdlculo para mais adiante.
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Vamos calcular o fluxo j(x) = ji (x) correspondente a regido z < 0.
Neste caso, temos:

. h _ ki — ko ;
— A* ik1x A* 1k1x
() Zim{{ c +<k1+k2) ¢ ]
d iklcc kl — k2 7ik1$
de {Ae +<k1+k2)Ae ]
d ~ Ky — ko .
—— A ikix A* ikix
dx { ‘ N <k1 + k2) ‘ ]

) k1 — ko »
A ik1x A ikix
) [ o (k1+k2> ‘ H

Fazendo as derivadas e reagrupando os termos, obtemos

v bk e (k= ke 2
(o) = = B 1P — (T2 ) 14 (3.50)

Como k; e ko sdo ambos positivos (k1 > ko), conclui-se desta equagao
que j; > 0, o que significa que existe um fluxo na regido (1) no sentido
positivo do eixo-z (da esquerda para a direita, no nosso caso). Usando a
expressdo para B da Eq. (3.130), podemos reescrever j;

=" (a2 - 8P (351)
m
Se B fosse nulo, isto é, se k1 = ko (ou Ay = A9) o fluxo j; corresponderia
a corrente de probabilidade associada apenas a particula incidente. A Eq.
(3.51) nos diz entao que o fluxo j; é resultante de um fluxo incidente menos
um fluxo de reflexao, isto é,

J1=J1,1 —JLR

onde

. hk
g = —|A]

m

(3.52)

. hk
i = — B[

m

A probabilidade de reflexdo, que denotaremos por R, serd entdo a razao
entre esses dois fluxos, isto é,
. hki |2 2
Jur _ S 1BIT _|BI
R="==47 2= 42
g HAP g
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ou, em termos dos k s,

ky — ko |

k1 + ko

Da mesma forma como fizemos para a regiao (1), podemos encontrar o
fluxo na regido (2). Pode-se mostrar que

(3.53)

) hk 2
J2 = o = WQ |A)? (3.54)

2k
k1 + ko

A probabilidade de transmissao, T, isto é, a probabilidade do elétron
passar para a regido (2) ¢ dada por

2 2

C

A

2k
k1 + ko

] 2
_BRICP R

AR R

m

-z

onde usamos a expressao para C [Eq. (3.47)]. Entao

4k1k2
T=-——1"_ .
(k1 + k2)? (3:55)

uma vez que ki, ko > 0.
Como o fluxo para o caso analisado, nao depende da coordenada z, entao

podemos concluir que os fluxos j; e jo, calculados & esquerda e a direita da
origem, respectivamente, sao iguais. Logo,

2k
k14 ko

2
2
|4

s 2 .
que, dividindo ambos os membros por % |A|” nos d&

2

C

A

2_](;2

L_|B
Al Kk

ou, usando as expressoes para R e T, encontra-se
R4+T=1. (3.56)

Agora, como R e T s@ao medidas de probabilidades para reflexao e trans-
missao, respectivamente, a Eq. (3.56) apenas confirma esta interpretacao,
mostrando que a soma das probabilidades de uma particula ser refletida e
transmitida por uma barreira de potencial é igual a um. Note que a reflexao
e transmissao através da barreira sao as duas unicas possibilidades para o
movimento da particula.

Na figura acima, representamos o gréfico das probabilidades de reflexao
[Eq. (3.53)] e transmissao [Eq. (3.55)] para uma particula através de uma
barreira de potencial V5 = 50. Observe que para E = V (no caso do gréfico
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Energia

FIGURE 3.4. Gréfico das probabilidades de reflexdo (R) e transmissao (T) de
um elétron, em funcao da energia E, numa barreira de potencial com Vp = 50.

E =50), T = 0, o que significa que para esta energia a particula é total-
mente refletida (R = 1). Isto estd relacionado com o caso (E < 0) que estu-
daremos mais tarde nesta secio. A medida que a energia da particula cresce
indefinidamente, T — 1, o que significa que para energias muito maiores do
que Vp, a probabilidade de reflexdo R — 0 (a particula é totalmente trans-
mitida). Neste caso (E — o0), o principio da correspondéncia de Bohr
nos garante que as previsoes da mecanica quéntica reproduzem aquelas da
mecénica cldssica. De fato, como vimos anteriormente, a mecanica clds-
sica prediz, para este movimento, que a particula é totalmente transmitida
através da barreira, concordando assim com as previsoes da mecénica quan-
tica no caso FF — oo.

e <V

Neste caso, a regiao (2) é uma regiao proibida classicamente. Isto significa
que a particula jamais serd encontrada nessa regido (segundo as previsoes
classicas). O motivo ¢ simples: na regido (2), como V(z) > E, segue da
conservagao da energia que

K=F-V(z)<0

o que nos daria para a velocidade da particula um valor imagindrio. De
fato, como E < Vy, Ky = E — Vy = — |V — E| a velocidade da particula
—2(Vo — E) - 2(Vo — E)

o que nos dé vg = 14/ ——, j4

na regido (2) seria vy =
m m
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FIGURE 3.5.

FIGURE 3.6. Formas da fungao de onda numa regiao onde u(z) > 0 e v’ (z) > 0.
Os dois casos correspondem a K < 0.

que Vo — E > 0 para este caso. Em mecanica cldssica isto é inadmissivel,
uma vez que a velocidade (ou o momento) é uma grandeza observavel (que
pode ser medida) e, entdo, deve ser real. Como solu¢do deste problema
classicamente, temos que a particula incidente da esquerda para a direita
na regido (1) serd refletida pela barreira. Dizemos entao que a probabilidade
da particula ser transmitida para a regidao (2) é, classicamente, nula.

A resposta quéntica para este problema, estd, como ji sabemos, na
solugao da equagao de Schrodinger correspondente. Entretanto, podemos
fazer algumas previsoes antes disso. Em primeiro lugar, lembramos que a
conservagao de energia, em mecanica quéntica, é representada pela equagao
de autovalores. Assim sendo, o correspondente quantico da energia cinética
é dado por

hg d*u(x
K=E-V=—_——d_
2m u(x)
2
e pode perfeitamente ser negativo, bastando para isto que d d’;(f) tenha o

mesmo sinal que a fungao u(z). Entéo, se u(z) é positiva em alguma regiao,
a funcao de onda tem uma das formas mostradas na figura abaixo.
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Para ambas as figuras, as fungoes sao solugoes para F <V ouT < 0. Se
uma dessas formas (ou ambas) é solugdo da equagdo de Schrodinger para
0 caso em questao, s6 poderemos afirmar apds analisd-lo.

As equagbes de Schrodinger para o problema em questdao sdo as mesmas
que j& resolvemos anteriormente, exceto pela substituicao de ks — ik, isto
é

b= I [0 D) g
2m(Vy — E)
h2

K @ =

uma vez que Vp > E. Logo, as solucoes correspondentes sao:

up(z) = AT 4 Bt

ug(z) = Ce*2® 4 De ik
ou, fazendo a substituicao de ks, obtem-se
ug(x) =Ce " 4+ De™

Como na regido (2) V(x) > E, para qualquer z € [0,00), devemos de-
sprezar as solugdes do tipo (a) da figura (que é da forma D e"*), uma vez
que uo divergiria para x — 0o. Devemos fazer D = 0. Logo,

ui(z) = Aet® 4 Be b (3.58)

ug(z) = Ce ™ (3.59)

Vemos da Eq.(3.59) que a fungao de onda ndo se anula completamente
na regiao (2), que é classicamente proibida. Por outro lado, tal solugao
nao representa uma onda oscilante se propagando, como no caso E > Vj;
ela ¢ uma funcdo que decresce exponencialmente com uma constante kK =

2m(V0 - F )

h2

- 1 .
qual a fungao decai — do seu valor inicial, que representa a penetragao
e

, conhecida como fungao evanescente. O valor de x para o

- L~ . . 1
dessa funcao na regiao classicamente proibida, vale —. Para valores de x

maiores que esse, o valor da fungao é desprezivel e godemos considera-lo
nulo, para muitos propdsitos.

Embora exista uma probabilidade finita de se encontrar a particula na
regiao classicamente proibida, nao existe uma penetracao permanente da
fungao de onda naquela regiao. Como resultado disto, toda particula inci-
dente deve finalmente ser refletida. De fato, podemos mostrar esta situacao,
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calculando-se a probabilidade R e T. As equagoes (3.58) e (3.59) devem sat-
isfazer as condicoes de continuidade para u e u’ no ponto onde o potencial
é descontinuo, x = 0. Destas condicoes, obtem-se

u1(0) = wug(x) > A+B=C

ui(0) = uh(z) — ki(A— B) =ixC

Como antes (ko — ik)

()
- <k12_lr_lm> (3.61)

E conveniente representar B e C na forma polar. Para isto, lembramos
. ; b -
que se z = a £ib = pet™™ onde p = Va2 + b2 e a = tan~'(=). Entdo
a

—i

=l =W

podemos escrever B = — A e
peza
% = e %@ (3.62)
C ,
1= (14e7%) (3.63)
onde "
—F
a =tan"! <VOE ) (3.64)

Substituindo estas expressoes em u; € us teremos:
Ul(l') — Aelklz + A6722a671k1z
Ae @ (ezklmez(x + e—zklxe—za)

_ Aefia ei(k1m+a)+efi(klz+a):|

ou, usando a defini¢do cosz = %(ei“c + €7), encontra-se
u(z) =2Ae " cos(kyz +a), <0 (3.65)
e .
ug(x) =2Ae *““cosae ™, >0 (3.66)

e, da mesma forma que no caso anterior, a particula pode ter qualquer
energia (espectro continuo) para valores de E no intervalo [0, Vp].
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2

i

A

Agora podemos calcular a probabilidade de reflexao, usando R = ‘—
usando a expressao (?7?) para B, isto é

—2ia |2
Ae _ | —2ia|? _
a4 | e =1

R

como haviamos previsto anteriormente.

Este resultado nos leva aparentemente a um paradoxo, um vez que mostramos
que existe uma probabilidade da particula estar na regido (2) (z > 0) e, ao
mesmo tempo, calcularmos a probabilidade de reflexao encontrando R = 1,
isto é, ela sempre é refletida para a regiao (1). Para analisarmos melhor esta
questdo, vamos calcular o fluxo de corrente ji(x), na regido (1), usando a
funcdo (3.65). Como w1 é uma funcao real de x, a densidade de corrente é

.. h Lduy  duy _
h(w) = 2im (ul dx dx ul) =0

uma vez que u; = uj (fungdo real) e os dois termos serao exatamente iguais,
anulando assim o valor da corrente.

. . dj
Por outro lado, como estamos tratando de estados estaciondrios, d—] =0,
7

o que implica j =constante 7, ou seja, j1 = jo. Mas, como vimos que j; = 0,
isto garante que jo = 0 também. Combinado com o resultado da Eq.(3.62),
que nos fornece |B|> = |A|*, isto nos assegura que o fluxo incidente (da
esquerda para a direita) é exatamente igual ao fluxo refletido (da direita
para a esquerda) na regido (1), cancelando-se, entdo, mutuamente. Isto ex-
plica porque R = 1, e, consequentemente, o resultado de que a particula
nas condigoes analisadas é refletida pela barreira (de largura infinita) de
potencial, mas nao esquecendo que existe uma pequena probabilidade da
particula penetrar na regiao nao cléssica, permanecendo por um tempo, que
¢ sempre menor do que o necessédrio para se realizar uma medida que deter-
mine a particula naquela regiao. Embora os resultados cldssicos e quénticos
concordem com relacao as medidas efetuadas, eles diferem conceitualmente
quanto a penetracao da particula numa regiao inacessivel, sob o ponto de
vista classico.

Uma outra maneira de entendermos a questao de encontrarmos, ou nao,
a particula na regiao classicamente proibida, a partir dos resultados de
medigoes, estd ligado a relacao de incerteza posicdo X momento. De fato,
como sabemos, existe um limite na precisao das medidas, dadas pela re-
lacao de incerteza de Heisenberg, AxzAp > h. Entado, para observarmos
a particula na regiao nao cldssica, sabendo que ela deve estar localizada a

6 Este resultado se aplica a todos os casos em que a funcdo de onda é uma funcéo real
de x.
"Veja discussao anterior sobre este caso.
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uma distancia Az ~ % (do ponto z = 0), a incerteza no momento dai decor-
rente ¢° Ap > 1/2m(Vy — E). Assim, o simples ato de observagio transfere

A 2
ﬂZVO—E,queé

maior ou igual & parcela que Vj excede E. Logo, uma tal medida nunca
nos mostrara a particula com energia cinética negativa (isto ¢, regido nao
cldssica), uma vez que, sendo E4+AFE = T+Vj implicaT = (E—Vy)+AE.
Mas, como AE > (E —V;) segue dai que T' > 0, um resultado que é equiv-
alente aquele envolvendo o tempo de observacio.? Voltaremos a analisar a
questao da penetragao de uma particula em regiao classicamente proibida,
mais adiante, quando estudarmos o problema da Barreira de Potencial,
onde a largura da barreira é finita.

Finalmente, vamos analisar o caso em que a altura do degrau é infinita
(isto &, Vj — 0o e k — 00). Nesta situagdo, a Eq. (3.66) tem como limite
us(z) — 0, para todo & > 0, ndo importando que valor (finito) o coeficiente
C possa ter. De (3.60) e (3.61), obtem-se

a particula uma quantidade de energia AF =

ou, A+ B =0e C =0, o que nos diz nos mostra que a penetragdo na
barreira é nula, em concordancia com as previsoes cldssicas.

3.4.2 A barreira de potencial

Outro problema interessante, cujas previsoes da mecénica quantica, con-
tradizem os resultados da mecanica cldssica, ¢ o movimento de uma particula
sujeita a um potencial, conhecido como Barreira de Potencial. Tal potencial
é definido por

0, se z<-—a Regido (1)
Vz)=< Vo, se —a<z<a Regido (2) (3.67)
0, se z>a Regiao (3)

cujo perfil é mostrado na figura.

Como no caso anterior, vamos considerar uma particula de massa m e
energia total F, deslocando-se na regiao x < —a, no sentido crescente de z,
isto é, da esquerda para a direita na figura acima. Para esta andlise, vamos
admitir duas situacoes: £ > Vp e E < V.

“dp> gy =k == ny/22CHE = oV — )

e
9Mais tarde introduziremos uma outra relacio de incerteza entre a precisio na medida
da energia e no tempo de observac¢ao, onde ficard mais evidente esta andlise
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V()

Vo
E
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FIGURE 3.7. Barreira de Potencial
A V(x)
E
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. >
0 X
FIGURE 3.8.
e F>1)

Classicamente, uma particula nessas condigoes transpord a barreira, sofrendo
apenas modificagoes no médulo de sua velocidade, de acordo com o que jé
vimos no caso anterior. Como ja sabemos, a probabilidade da particula ser
refletida é nula (v. parte (a) da figura abaixo)

Quanticamente, a situacao é semelhante ao caso do potencial degrau, de
maneira que deixaremos as conclusoes a cargo do aluno.

e <V

Neste caso, a particula serd refletida em z = —a, segundo as previsoes
da mecanica cldssica: a probabilidade de transmissao da particula, que es-
teja na regido (1), movimentando-se no sentido positivo do eixo x, para as
regices (2) e/ou (3) é nula (v. parte (b) da figura abaixo).

Quanticamente, a situagao é bastante interessante e os resultados sao
muito diferentes dos previstos pela mecéanica cléssica.

A equagdo de Schrodinger é, como sabemos:

d*u(x)  2m _
Tz T gz [E- V(@) u(z) =0 (3.68)




3.4 Outros potenciais unidimensionais

V(x)

O ©

T
0 X

<t —

FIGURE 3.9.

onde V(z) toma os valores da Eq. (3.67). Assim sendo, temos:

d*uy(z)  2mE
wr T @ =0

d*us(x) N 2m(E —Vp)
dx? h?

ug(z) = 0

dPug(x 2mE
dj:g) - Us(®)

|
o

87

onde uy, us € ug referem-se as solugoes em cada uma das regioes do potencial

V(x). Fazendo as substitui¢oes

2mE

kl = ]{3:]{): hQ
2m(Vo — F
ke = k=1 m(;; )

onde usamos o fato de Vy — E > 0, encontramos:

d?uy ()

2
72 +E u(x) = 0
d*ua(x) 2

prca us(z) = 0
2

Fus@) | o) = 0

dx?

(3.69)

(3.70)
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cujas solugoes sao

u(x) = Ae™ 4 Be " (x < —a)
ug(z) = Ce ™ +De™ (—a<z<a) (3.71)
uz(x) = Fe* 4 Ge ™ (x> a)

Diferentemente do problema do potencial degrau, aqui a solugao na
regido (2) admite a combinagdo das duas fungdes exponenciais reais nao
havendo problemas de divergéncia, uma vez que esta fun¢éo é solugdo numa
regido limitada do espago, isto ¢, para |z| < a. Por outro lado, como naquele
caso, nao ha razao para considerarmos ondas refletidas nessa regiao se esta-
mos considerando o movimento da particula no sentido positivo do eixo-z e,
portanto, podemos fazer G = 0. Feitas estas observagoes, temos finalmente
as solugoes fisicamente aceitdveis:

up(z) = Ae*® + Be ik (x < —a)
ug(z) =Ce " 4+ De" (—a<z<a) (3.72)
uz(w) = F etk (x> a)

O préximo passo é aplicarmos as condigoes de continuidade para u e u/
nos pontos em que o potencial é descontinuo, a fim de relacionarmos as
constantes A, B,C, D e F e calcularmos as probabilidades R e T. Devemos

fazer isso nos pontos x = —a e x = a. Assim procedendo, temos
ui(—a) = wus(—a) —» Ae @ f Belht = Ceft 4 Dere
uy(—a) = uh(—a) — ik (Ae=™" — Be*®) = —k (Ce™ + De ")
(3.73)
uz(a) = ws(a) —» Ce "+ Def = Feihe
up(a) = uy(a) —» —k (Ce ™™ —De™) = ik F e'ka

Reagrupando estes termos, deixando as equagtes todas em fungao de A
(que deve ser obtida da condigdo de normalizacao), encontramos

_e2tka B =+ e(m—&-ik)a Cc + 6—(m—ik)a D + 0F = A
e2ika B 4 % e(n+ik)a c - %@e*(nft’k)a D + 0F = A
0B + e—(n+ik)a c + e(n—ik)a D — F = 0

0B + ie(tibeg _  imgibep _ F = 0
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Fazendo a = k + ik e 8 = k — ik, podemos reescrever as equagoes Como

—eZkep 4 e*?C  + eP*D + Oo0F = A
eZika g 4 % er*C - %”e‘ﬁaD + 0F = A
0B + e C 4+ efeD  — F =0

0B + FeoC — #ePrD — F = 0

Para resolvermos este sistema de equagoes, vamos usar o método de
Cramer (determinantes). Estamos particularmente interessados nas con-
stantes B e F, que determinam as probabilidades R e T. Seguindo esse
método, vamos calcular os seguintes determinantes:

_62ika eQa efﬁa 0
eQz’ka i_lieaa _’i_lie—,Ba 0
_ k
A= 0 e—a ePa -1
0 Te e f%eﬁa -1
A e~ e Pa 0
ik ,aa ik ,—fa
Ap = A e e 0
0 e e eba -1
ik ,—aa ik Ba
0 e e 1
_€2ika eQa e—,@a A
2ika ik ,Qa __ ik ,—fa
Ap—| € e e A
0 e e eba 0
ik ,—aa  _ ik fBa
0 e e 0

Com um pouco de cédlculo, encontramos:

2 .
A = 2 [(1 - %) senh (2ka) + 2275 cosh(2ka)
;2
Ap = 24 <1 + ﬁ) senh(2ka)
4iK
AF == TA

e as constantes podem ser calculadas (pelo método de Cramer) da seguinte
forma

B - 28

A
Ar
A
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FIGURE 3.10. Probabilidades de transmissao e reflexdo para uma barreira de
potencial com V5 = 100 e a = 0.01, calculadas com as férmulas acima.

que nos da como resultado

B ~2ika (k? + k%) senh(2ka)
a4 - (k% — k2) senh(2ka) + 2ikr cosh(2ka)
(3.74)
F —2ika 2kk
A 2kk cosh(2ka) + i (k2 — k2) senh(2ka)
As probabilidades de reflexao, R = |%|2, e transmissdao, T = |£|2,

podem agora ser calculadas:!?
(k* + ,%2)2 senh?(2xa)
(k2 — k2)? senh?(2ka) + 4k2K2 cosh?(2ka)
4k% K2
(k2 — k2)? senh®(2ka) + 4k2K2 cosh?(2ka)

R =

T =

Como T # 0, isto mostra a existéncia de probabilidade da particula ser
transmitida através da barreira e estd frontalmente contra as previsoes da
mecanica cldssica. Esta transmissao, que é um fend6meno puramente quan-
tico, é conhecida como efeito tinel. Veja algumas aplicagoes desse efeito no
livro texto.

A forma de T é particularmente simples, quando a largura e a altura
da barreira s@o tais que ka >> 1. Neste limite, senh(2xa) ~ cosh(2ra) ~

10A partir das expressdes que se seguem, demonstre que R+ 7T = 1.
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3.4.83 O poco de potencial

Até agora temos analisado potenciais,'!para os quais a particula era con-
siderada livre, no sentido de que, tanto para a mecénica cldssica, quanto
para a mecanica quantica, seu movimento era ilimitado, isto é, a particula
podia mover-se até o infinito, pelo menos em um sentido. Vamos estudar
agora um sistema ligado, onde isso nao é mais vélido.

Um caso simples desse sistema é o movimento de uma particula sujeita
a um potencial dado por

0, x < —a Regiao (1)
Viz)=< Vo, —a<z<a Regiio (2) (3.76)
0, x>a Regido (3)

cujo perfil é mostrado na figura abaixo.

(J&4 consideramos anteriormente o caso limite onde Vj; — o0.) Como
jé estamos acostumados a fazer, vamos considerar dois casos: E > V| e
E < V.

e >V

Classicamente, o movimento a particula pode-se dar ao longo de todo o
eixo-z, desde —oo até 4+o00. Por exemplo, se a particula é lancada na regiao
x < —a no sentido da origem, esta sofrerd uma forga atrativa nas proximi-
dades do ponto z = —a,'?que causard um aumento em sua velocidade ou,

1 Excecio para o problema da caixa de potencial.

12Lembre-se: classicamente, F' = _M‘;xﬁl_
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A V(x)
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FIGURE 3.12.

0 que é 0 mesmo, em seu momento ou energia cinética; na regido |z| < a
(dentro do pogo), a forga torna-se nula e, em x = a, a particula volta a
sofrer uma forca, agora repulsiva, e 0 momento volta a sofrer nova variagao,
86 que desta vez para menos. Em resumo, podemos dizer que, exceto por
variagoes do momento (ou energia cinética), a particula transpoe a regiao
do pocgo, segundo as previsoes cldssicas, sem qualquer possibilidade de ser
refletida.

Quanticamente, temos que resolver a equacao de autovalore da energia.
Vamos dividir nosso problema em trés regioes, de acordo com o valor do
potencial e resolver a equacao de Schrodinger correspondente a cada regiao,
isto é,

(e +k 1(x) =0, —co<z<—a

de
d§;§)+k2 2(x) =0, —a<z<a (3.77)
%ﬁ k3 us(x) =0, a <z <00
onde
2m(E — V,
ki = ks= ( = 0)
(3.78)
- 2mFE
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Como ja sabemos, as solucoes dessas equagoes sao:

ui(z) = A 4 Be
up(x) = Ce*2®  Demihee (3.79)
uz(z) = Feit®

Como de praxe, estas solugdes tém que satisfazer as condigbes de con-
torno: u e v’ sdo continuas em todo o espaco e, especialmente em = = —a
e r = a, onde o potencial apresenta uma descontinuidade. Aplicando es-
tas condigbes (procedimento semelhante ao da barreira, discutido anterior-
mente), obtem-se

A e*ikla + B eikla — Cefika + D eika
C eika + D efika = F eikla

kAe ke _ EBetkhia — [,Ce ke _  EyDetka
kz C eika - D efika = kF eikla

Da mesma forma que no caso da barreira, encontramos (faga os calculos):

(k¥ — k?) sen(2ka)
—2k ky cos(2ka) + i (k2 + k?) sen(2ka)

—2ik1a 2 k kl
2k ky cos(2ka) — i (k2 + k?) sen(2ka)

i e—21k1a

- €

SN R BN e

As probabilidades de reflexao e transmissao, através do pogo, podem ser
calculadas (faga isso). Sao elas:!3

B[ k2 — k?)? sen?(2k

R — ‘_ _ (k1 — k%) sen’( “2) (3.80)
A 4 k2 k3 cos?(2ka) + (k2 + k2)” sen(2ka)
F|? AR K3

T = ‘— = 1 5 (3.81)
A 4 k2 k3 cos?(2ka) + (k2 + k%)” sen?(2ka)

Como nao encontramos nenhuma restri¢do para os autovalores, neste
caso em que E > Vj, concluimos que a particula pode ter qualquer energia
maior que Vj, dentro do espectro continuo.

13Como exercicio, mostre que R+ 7T = 1.
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FIGURE 3.13.

e <V

Neste caso, as regides |x| > a s@o classicamente inacessiveis, pois a ener-
gia cinética da particula seria negativa. Entao, segundo as previsoes classi-
cas, a particula ficard confinada na regido do pogo, isto é, |z| < a.

Quanticamente, teremos que resolver as equagoes de Schrédinger para as
trés regides de potencial.!*Usando a notacio:

C12m|E -V o 12m(Vyg — E )
ki = ky3=1 %:z %Em

(3.82)
ko = 27;;2E =k
escrevemos as equagoes
% — k%uy () =0 (Regido 1)
% — Kk?uy (x) =0 (Regido 2) (3.83)

% — k?uz (x) =0 (Regido 3)

1yoce j& deve estar acostumado com este método de resolver a equacdo de Schrodinger
em todo espago. Como os problemas que temos tratado até agora sé envolvem potenciais
seccionalmente constantes, isto é, potenciais que sdo constantes com valores diferentes em
diferentes regides, a técnica usada é sempre a mesma: resolve-se a equagao de Schrédinger
em cada regiao para o valor do potencial correspondente e usa-se as condi¢es de con-
tinuidade para a fungdo e sua primeira derivada. Desta maneira, obtem-se uma fung¢ao
continua em todo o espaco, satisfazendo, em cada regiao, o potencial correspondente.
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As solugoes destas equacoes sao:

ui(z) = Ae™ + Ay e (x < —a)
uz(x) = B coskx + Csenkzr; (—a<z<a) (3.84)
ug(z) = D1 e + D e " (x > a)

Como a regido 1 (3) é ilimitada & esquerda (direita) o termo Aje™"*

(D1e"*) cresce indefinidamente, quando  — —oo (x — ), devemos fazer
Ay (Dq) nulo. Assim, as solugdes fisicamente aceitdveis sdo:

ui(z) = Ae” (x < —a)
uz(x) = B coskx + Csenkzr; (—a<z<a) (3.85)
ug(z) = D e (x> a)

As equagoes (3.85), como jd sabemos, devem satisfazer as condigoes
de continuidade em z = +a (u e v’ devem ser continuas). Usando essas
condicoes, encontramos:

uz(—a) =ui(—a) — Bcoska — Csenka = Ae " (a)
uy(—a) = uj(—a) — kBsenka+ kC coska =k Ae™ "¢ (b)
uz(a) =usg(a) — Bcoska+ Csenka = De™"® (¢)
up(a) =uj(a) — —kBsenka+kCcoska=—rDAe " (d)

Da adigao e subtragao das equagoes (a) e (¢) encontra-se
2Bcoska = (A4 D)e "¢
2Csenka = —(A—D)e "

Fazendo-se o mesmo com as equagoes (b) e (d), tem-se
2kBsenka = k(A+B)e "™

2kCcoska = kK(A—D)e ™
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Assim, encontramos os seguintes sistemas de equagao:

2Bcoska=(A+ D)e "
(@)
2kBsen ka =k (A+ B) e "
(3.87)
2Csenka =—(A—D)e "

(b)
2kCcos ka =k (A— D) e "

cujas equagoes devem ser satisfeitas simultaneamente. Assim, o sistema (a)
admite como solugao, um dos dois conjuntos de condigoes

B=0eA=-D (i)
(a) ou (3.88)
ktanka = K )

como pode ser verifica facilmente. Similarmente, o sistema (b) da Eq. (3.87)
é satisfeito por:
C=0eA=D (i)
(b) ou (3.89)
kcotka=—r  (iv)

As condigdes dadas por (i) da Eq.(3.88) e (i) de (3.89) néo podem ser
satisfeitas simultaneamente, pois isto implicaria em fazermos B=C =0e

A=De A= —D,ouseja, A= D = 0, o que nos levaria a uma solugao
trivial, = 0. Da mesma forma, as condigoes (i) e (iv) , daquelas equagoes,
juntas nos dariam tan? ka = —1, que ndo pode ser satisfeita para qualquer

k real. Assim sendo, resta-nos os seguintes sistemas a serem satisfeitas,
isoladamente:

B=0, A=-D
(1) e (iv) e (3.90)
kcotka = —k
ou
C=0,A=D
(i) e (%) e (3.91)

kcotka =k

A condi¢ao (3.90) nos leva a uma solugdo fmpar (ver Eq.(3.85) com
B =0), isto é, u(—x) = —u(x). Com a outra, temos a solu¢do par. Este
resultado expressa simplesmente o fato de o potencial que estamos estu-
dando ser simétrico em torno da origem. Como ji vimos anteriormente,
as solugoOes para este tipo de potencial tém paridade definida; ambas as
solugoes evidentemente existem. Vamos examind-las separadamente.

e Solugoes pares (C =0, D = A e ktanka = k).
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ui(z) = Ae” (z < —a)

ug(xz) = B coskx (—a<z<a)

ug(z) = Ae " (x> a)
com os autovalores satisfazendo as condigoes

ktanka = k. (3.92)

[Note que k e x dependem da energia, através das equagoes (3.82).]

A equagao transcedental (3.92) nao tem solucdo analitica, a ndo ser em
condig¢oes muito especiais, mas a solucdo grafica (numérica) é sempre pos-
sivel. Vamos introduzir as seguintes varidveis admensionais:

y = ka

Y = ka (3.93)

Das definicdes de k e x, obtem-se k2 = %1 — k2, o que implica k% + k% =
2mV0

F70 ol
2mVya?
y2+Y2 = T (394)
Y = ytany (3.95)

onde a ultima equagao foi obtida, multiplicando-se (3.92) por a e usando
(?7).

A solugdo para os niveis de energia ocorrerd onde as curvas (3.95) e
(3.94) se interceptam, quando desenhadas num sistema de coordenadas y
eY, paray > 0eY > 0. O nimero de niveis de energia dependerd do
valor de Vpa? (quantidade conhecida como parametro do pogo). A equagao

(3.94) é representada graficamente por um circulo de raio R = mhvzﬁ
Na figura abaixo, representamos as duas curvas dadas por (3.94) e

(3.95); a Eq. (3.94) representamos para seis valores de R (ou o que é o
mesmo, para seis valores de Vpa?).

Deste gréfico, vé-se claramente que sempre haverd intersecdo entre as
duas curvas (pelo menos uma), por menor que seja o parametro do pogo
(Voa?). Por exemplo, podemos observar do gréfico que, quando 0 < R < T,
havera apenas um ponto onde as duas curvas se interceptam; isto significa
que, quando

2
< 2mVoa” < 72

0 =
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FIGURE 3.15. Solugoes pares.
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ou .
Tl
0 < Voa? <

haverd apenas um estado ligado. A medida que Vya? cresce, isto é, quando
0 pogo é mais profundo e/ou mais largo, o nimero de interse¢ées aumenta
e assim, aumentam o nimero de estados ligados: teremos entao, dois, trés,
etc., estados ligados.

e Solugdes fmpares ( B =0, D = A e kcot ka = —k)

ui(z) = Ae™ (x < —a)
us(z) = Bsenkr (—a<z<a) (3.96)
ug(z) = —Ae™ " (x> a)

Neste caso, as condigoes sobre os autovalores sao

Y = —ycoty (3.97)
2mVya?
Yi4y? = — (3.98)

onde usamos a mesma notagao caso anterior. Da mesma forma, representa-
mos na figura abaixo, essas duas curvas. Diferente do caso anterior, notamos
que nao existe nenhuma solugao (impar) quando

T
0<R<—
< <2

ou 979
h

0< Vpa? < 22

8m

Dessa figura, vé-se que existird apenas um estado ligado quando

T <R< 3T w2 K2 972 h2
— P
2 2 8m

< Voa? <

e assim por diante.
Como exemplo, vamos supor que R = 6 ou Vya? = 62 (%) = 36x (%) )
Para este valor de R, observamos das figuras:

a) solugao par: existem dois pontos de intersegdo e, por isto, dois estados
ligados com paridade par, as energias sendo dadas por

52

B=—
2ma? Yp
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10

FIGURE 3.16. Solugbes impares.

onde y,, sao as abcissas dos dois pontos de intersegao na curva das solugoes
pares.

b) solugbes fmpares: existem, também, dois pontos de intersegao e daf
dois estados ligados de paridade fmpar, para o valor de Vya? considerado.
Da mesma forma, as energias sdo dadas por

h2
E=——y
2ma? "
onde y; sao as abcissas dos dois pontos de intersegao na curva das solugoes
fmpares.

3.5 O oscilador harmonico simples

Dos problemas que envolvem estados ligados, o oscilador harménico é, sem
divida, o mais importante, nao s6 pelo problema em si, como também
porque podemos analisar sistemas mais complicados em termos dos resulta-
dos obtidos para o oscilador, tais como, vibragoes dos dtomos em moléculas
e cristais, etc.

Sob o ponto de vista da fisica cldssica, um oscilador é um sistema consti-
tuido por uma particula de massa m atraida para um centro fixo por uma
forga que é proporcional & distancia da particula a este centro de foca, isto
é

F=—kx (3.99)
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FIGURE 3.17. Esquema das quatro primeira solugbes para um pogo com

Voa? = 36 x (%) . Note a intercalacdo entre as soluges pares (F1 e E3) e

impares (F2 e E4)

F m
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O X

X =

Y

FIGURE 3.18. Esquema de um oscilador harménico.



102 3. Equagao de Schrodinger independente do tempo

onde k é conhecido como constante de mola, em aluséo ao sistema massa/mola,
que é a representacao mais conhecida de um oscilador harmonico. A energia
potencial de uma particula, sujeita a uma forca desse tipo, é dada por!'®

V(z) = %ka (3.100)

O tratamento classico deste problema envolve a solucdo da equagao de
Newton para a forga dada em (3.99). Assim, introduzindo esta expressao
na equagao mx = F, encontramos facilmente a solucao

z(t) = Acos(wt + 9) (3.101)

onde A e ¢ sdo constantes de integragio e w = \/% é a frequéncia (cldssica)
do movimento. A constante ¢, conhecida como fase do movimento, ajusta
a solucao geral a uma determinada situagao correspondente a uma dada
condigdo inicial do problema. A constante A representa o deslocamento
méaximo (ou amplitude) do movimento, cujo valor é determinado pela in-
tersecao do valor da energia total com a curva da energia potencial e define
a regiao classicamente permitida, conforme mostramos na figura abaixo.

Vemos claramente da figura que A depende da energia total E (e vice-
versa)!%De fato, se calcularmos a energia total de um oscilador, usando
a expressdo E = 2mv? 4+ 1ka?, onde v = @, com z(t) dado por (3.101)
encontramos

1
E=-kA®
2

Como A é definido continuamente sobre o eixo-z, dizemos entdao que a
particula pode ter qualquer energia (espectro continuo) £ > 0. Uma obser-
vacao final sobre a solugao classica: para cada oscilador, ou seja, para cada
conjunto massa/mola (m e k), a frequéncia cldssica de oscilagdo é sempre
a mesma, dada por w = \/k/m, isto é, independente da energia total do
sistema, um resultado que, como veremos mais adiante, ¢ completamente
diferente da solucdo quantica.

Como ji sabemos, o tratamento quantico envolve a solugao da equagao
de Schradinger para o potencial dado por (3.100). E bem verdade que tal
solugao nao é tao facil de ser encontrada, como nos casos até discutidos,
mas servird para introduzir novas técnicas para resolver tais equagoes.

15Quando a forca é conservativa, como é o caso aqui, a energia potencial pode ser
obtida pela relagao
x
V(z) =— F(z) dz
J T
onde zo é uma constante arbritaria, geralmente escolhida para representar a configuragao
do sistema na qual a for¢a é nula. No nosso caso, escolhemos zg = 0, seguindo daf o
resultado indicado.
16 Observa-se da figura que, aumentando ou diminuindo E, o mesmo acontece com A.
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A V)

Y

FIGURE 3.19. Potencial de um oscilador harmonico, mostrando os pontos de
retorno (amplitude), que sdo obtidos pela interse¢io entre as curvas de £ =
constante e V(z). Note que A = A(E). Na figura, esquematizamos também uma
solugéo classica x(t).

A equagdo de Schrodinger é, neste caso,

W dPu(z) 1 5,
—— - =F .102
ST + 5w T u(z) u(z) (3.102)

E possivel simplificar esta equagao, introduzindo varidveis admensionais.
Assim, fazendo

y=4/—2a (3.103)

d2
U(Qy) +(e— 1) uly) =0 (3.104)
dy
onde introduzimos o
= — 3.105
=22 (3.105)

e w é a frequéncia cldssica do oscilador.!”

ITA Eq.(3.104) é facilmente obtida, fazendo-se a mudanga de varidvel na Eq. (3.102).
Para obteé-la, fazemos uso da regra de derivagdo em cadeia. Seja u = u(z) e x = z(y).
Entao

du  dudy
dz ~ dydz
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Muitas vezes, a solu¢ao de uma equagdo diferencial, tal como a (3.104),
nao pode ser representada por fungoes elementares, como seno, cosseno,
exponencial, etc, onde representavam solugoes de equagoes diferenciais com
coeficientes constantes. No presente caso, as solugbes aparecem geralmente
sob forma de séries de poténcias na varidvel independente, dai o nome do
método empregado para resolvé-las: método da série de poténcias.

Na maioria das vezes, é ttil, antes de utilizarmos o método, isolarmos o
comportamente assintético (isto €, saber como as fungdes se comportam,
quando a varidvel independente cresce indefinidamente) das solugoes dese-
jadas e escolhemos aquele que seja fisicamente significativo; é o que iremos
fazer com a equagao (3.104).

Nas regices muito distantes da origem, isto é z — 00 ou y — +o00, a
Eq.(3.104) pode ser reescrita como

di;;gw —y2u(y) =0 (3.106)

uma vez que para um valor finito de € (ou de E), y?, para y — oo, é 0
termo dominante no paréntese. A Eq.(3.106) tem como solugao, ou v’/ 2,
oue ¥’/ 2. como pode ser verificado facilmente, levando de volta na equacio
e considerando que 3% > 1.2A exigéncia de que u seja nula no infinito,
descarta a solucdo do tipo e¥ /2. Logo,

U~ efy2/2, para y — oo (3.107)

De posse do comportamento assintético de (3.104), vamos investigar a
solugdo nas demais regices. Para isto vamos reescrever u(y) como

u(y) = Ce V' /2 H(y) (3.108)

onde ja excluimos o comportamento assintético, e C' € uma constante. Pro-
curemos agora uma representagao em série para H(y). A equacao satisfeita
por H é encontrada, substituindo-se (3.108) em (3.104). Entao

2 2 2 li 2 2
Cev/? d_dlyj §y> Oy /29y ) dl(/w +Ce™V 2 (y? — 1) H(y)+Ce ¥ /* (e —y*) H(y) = 0
" ¢H(y) ., dH(y)
y) _ Y _ _
g, tE-DHE) =0 (3.109)

Fu_d (dudy) _ Pu ()’
dz?  dz \dydz) dy? \dz

2 2
onde usamos jTg = 0. Substituindo em (3.102) com (%) = ¥ dado por (3.103),

encontra-se o resultado desejado.
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Seja
(oo}
Y= amy™ (3.110)
m=0

Substituindo (3.110) em (3.109), com

dH(y) . m—1
= mamy
dQH(y) = m—2
e = n;)m(m —1Dany
encontramos

[m(m -1) amym72] -2y Z [m amy™ 1 (e—1) Z am Y™
m=0

m=0

Simplificando esta expressao

o0 o0 o0
Z m—1)any™ fZZ[mamy +(-1) Z amy™
m=0 m=0 m=0

e colecionando as mesmas poténcias de y, encontramos

Z m—1)any™ Z{?mamfefl)am} y™} =0
m=0 m=0
ou

NE

[m(m — 1) amy™ ] = > {[2m — (e = 1)] amy™} (3.111)
‘ -

3
]

Agora vamos analisar cada termo desta equagdo. No primeiro membro,
vé-se que para os dois primeiros valores de m na soma, isto é, m =0 e 1,
esse termo se anula. Entao, como esses termos se anulam, podemos comegar
a série no primeiro membro de m = 2, ao invés de m = 0. Assim, podemos
reescrever

Y [mim =D any™ ] =" {2m — (e = 1)] any™}
m=2

m=0

Nosso objetivo agora é obter uma transformagao para que todas as potén-
cias de y, tanto no primeiro, como no segundo membro, sejam iguais. Assim,
como m é um indice mudo, isto €, o resultado da soma nao vai depender
dele, uma vez que estamos somando sobre todos os valores, vamos fazer,
no segundo membro desta equagao uma mudanga de indice (semelhante as
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mudancas de varidveis continuas numa integral) m — m/ — 2 e m’ — m,
esta tltima, por conveniéncia (para ndo mudarmos o nome do indice). As-
sim, m’ = m + 2 e, substituindo no segundo membro »° _ — > ., —
> m—g-Obtemos:

Z [m(m —-1) amym*ﬂ = Z {[2(m —2) —(e—=1)] am—2 ym*Q} )

Note que agora as poténcias de y sao iguais em ambos os membros.
Assim, para que esta igualdade seja valida para qualquer y, os coeficientes
para cada poténcia de y debem ser iguais. Isto é:

m(m—1)a, =2(m—2) — (e —1)] am—2
ou, fazendo m — m + 2,
(m+2)(m+1)amiz =[2m — (e = 1)] am. (3.112)

Esta equagao — uma férmula de recorréncia, na verdade— permite-nos
obeter qualquer termo a partir dos anteriores. Como podemos observar,
esta férmula relaciona apenas termos que correspondem, ou a poténcias
pares, ou a poténcias impares. Assim, conhecendo-se ag, podemos calcular
as, a4, ag, ... Da mesma foram, dado a;, encontramos as, as, a7,... Em re-
sumo, a partir de ag e a1 podemos gerar as fungoes H (y) que sdo pares ou
impares, respectivamente. Como e=v*/2 ¢ uma fungao par, entao as fungoes
de onda u(y) = Ce_yz/2H(y), ou sao pares, ou sao fmpares, como teriam
de ser, uma vez que o potencial que estamos estudando é uma funcao par
em T ou y.

Precisamos agora analisar a questao da convergéncia de H: um dos testes
de convergéncia é a razdo entre dois termos sucessivos da série. Assim, se
considerarmos que H é uma série infinita, entéo a relagao (3.112), para dois
termos sucessivos, nos da:

Umy2  [2m— (e —1)] 2

am, (m—l—?)(m—l—l)_)m

quando m > 1.
Um pouco de cédlculo, podemos mostrar que, para esta série infinita,

lim u(y) = C lim e_yz/QH(y) — 00. (3.113)
y—oo

Yy—oo

De fato, o comportamento de H(y) para m > 1 é semelhante ao da série
2 . ~ ~
€?¥”, como podemos ver facilmente, usando a expressdo para a expansio

de uma exponencial, e* =1+ z + é—? + "g—? =300 Z isto 6
oo 2 m oo
2 (2y%)
e2v° — Z = Z b (7)™
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m ~ . . L, .
onde b, = % Entao, para dois termos sucessivos desta série, temos:

27n+1
bmt1 _ TmFD)! 2 2
= ™ = _— —
bim % m+1 m

no limite de m > 1. Assim, para y, m > 1, podemos substituir H(y) por
€2’ 0 que nos levaria a uma divergéncia na fungdo de onda [Eq.(3.113)].
Uma vez que a funcao de onda deve se anular para y = 400, devemos
cortar a série (3.110) para algum valor finito m = n, isto é

Hy(y) =Y amy™ (3.114)
m=0

que representa um polinonio do grau n. Este corte é equivalente a fazermos
todos os coeficientes a,, = 0, para m > n. Em particular, se fizermos em
(3.112) ay42 = 0, encontramos

Mm—(e—-1)=0—-e=2n+1(n=0,1,2...)

Inserindo a definicao € = % da Eq.(3.105), obtem-se
1
B, = (n + 5) hw (3.115)

que nos dé as energias permitidas de um oscilador harmoénico simples. Isto
é compativel com as previsoes de Planck, discutidas na Parte I deste curso.
As autofungoes correspondentes podem ser encontradas com o auxilio de

(3.114) e (3.108), isto é:
un(y) = C’nefyz/QHn(y) (3.116)

onde H, s@o os conhecidos polindmios de Hermite, de grau n, e C,, sao
constantes de normalizagao, ainda indetermidas. Como o calculo é muito
longo, deixaremos para a proxima secao a normalizacao de u,. De acordo
com aquela se¢ao, as fungoes de onda normalizadas sao:

1 mw\ /4 _me,2 [mw

onde voltamos com as varidvel original = [ver Eq.(3.103)]. De passagem,
aproveitamos para mostrar alguns polinénios de Hermite'®

Ho(y) =1 Hs(y) = —12y + 8y°
Hi(y) =2y Hy(y) = 12 — 48y2 + 16y* (3.118)

Hy(y) = —2+4y*>  Hs(y) = 120y — 160y°> + 32y°

18 Consulte um texto de Fisica Matematica, e.g. Arfken, para obter outros polinémios.
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E, V(x)
E, ‘ 72 hw
hw ‘
E ! RYON X7
|
E, ‘ ‘ 1”2hw
] g
Ay A A X

FIGURE 3.20. Niveis de energia de um oscilador. Ag, A1, Az, ..., sdo as amplitudes
(quantizadas) para o movimento com energias Fo, E1, Fa, ...., respectivamente.

No grafico a seguir, representamos algumas fungoes u, () e as correspon-
dentes densidades de probabilidade |uy, (z)|?

3.6  Outro método de solugao do problema do
oscilador

Nesta secao, apresentamos outro método para resolver a equagao de auto-
valores (3.104) do oscilador harmoénico, que é devido a Schrodinger: trata-se
do método da fatoracao. Este método, diga-se de passagem, muito elegante.
tem como idéia bésica fatorar o operador hamiltoniano em dois operadores,
cada um contendo a primeira derivada.
Seja a equagao de autovalores para o oscilador
Hu=Eu

que resulta na Eq.(3.104) para a varigvel y :

d*u(y)

dy?

onde y e € sdo definidos como antes. Podemos reescrever esta equagao da

seguinte forma

d2

(F_ 2)u:—€u (3.119)
Yy

+ (Eny) u(y) =0
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Distribuigio de
probabilidade

classica~1/v

e

FIGURE 3.21. A esquerda, esquema da solugio uo(z) do estado fundamental;
& direita, mostramos |uo(:c)|27 juntamente com a distribuicao de probabilidade
cldssica, que ¢ proporcional a v~* (linhas pontilhadas). Note que, classicamente, a
maior probabilidade de encontrar o oscilador se localiza nos pontos de retorno; na
mecanica quantica, para o estado fundamental, a maior probabilidade se localiza
na origem, x = 0.

Distribuico de
probabilidade 2
clissica~1/v |“1 ol

FIGURE 3.22. O primeiro estado excitado, ui(z) e sua respectiva distribuicao de
probabilidade |u1(x)|* . Comparando com o estado fundamental, as posigoes mais
provéveis de encontrar o oscilador se afastam da origem para os pontos extremos
do movimento.
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Distribuicdo de
probabilidade
cléssica ~1/v

uz(x)

FIGURE 3.23. Segundo estado excitado (par) e a respectiva distribui¢ao de prob-
abilidade.

FIGURE 3.24. Quarto estado excitado e a respectiva distribuigdo de probabil-
idade. Note que, & medida que o numero quantico, n, cresce, a distribuigdo de
probabilidade quéantica se aproxima mais e mais dos valores cldssicos, um resul-
tado que j& se esperaria, uma vez que para valores grandes da energia, as duas
solugdes sao formalmente idénticas (principio da correspondéncia de Bohr).
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FIGURE 3.25. Quinto estado excitado, us(x), e sua respectiva distribui¢ao de
probabilidade |us(x) \2 . A identificacao com os resultados cldssicos tornam-se mais
evidentes.
Uma vez que
d d e,
- — — + =|-—5-—-y +1 3.120
<dy ) <dy y)¢ (dy2 v (3.120)

podemos reescrever (3.119) como!”

(di; >(di;+y>u_(e1)u (3.121)

A partir desta equagao, vamos construir os operadores

(3.122)

B = <i—|—y> (3.123)

s
Il
7 N
QU
&=
|
N~

reescrendo-a como o
ABu=—(e—-1)u (3.124)

ou
(i—AB)uzau (3.125)

19 Alternativamente, poderfamos escrever (3.121) como

Deixamos a cargo do estudante demonstrar estas equagoes, nao esqucendo que estamos
lidando com operadores.
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que é uma equacao de autovalores para o operador (i —A B) , cujas auto-

f}mgées, u(x), pertencem aos autovalores €. Apliquemos, agora, o operador
B em ambos os membros da equagdo (3.125). Isto é

B(ifAB)u:sB’u (3.126)
ou, usando as propriedades dos operadores,

(i - EA) @B —, % (3.127)

A acao do operador B sobre a funcao de onda u resulta numa nova funcao,
digamos v (ver segdo sobre operadores). Em simbolos,

v=DBu (3.128)

Logo, podemos reescrever (3.127) como

(i - BA) v=ev (3.129)
Por outro lado, [/1, B} = 220 ¢ assim
BA=AB -2 (3.130)
Substituindo este resultado em (3.129), obtemos
(i—/l]_? —1—2)’1}261}

. (i - AB) v=(en—2)v (3.131)

Comparando (3.131) com (3.125), concluimos: se u ¢ uma autofungao
da equagao de Schridinger, correspondente ao autovalor €, entao Bu=wv
¢ também uma autofuncdo da mesma equagdo correspondente ao auto-
valor (e — 2) . Portanto, dada uma solugao, é possivel gerar todas as outras
através de um processo iterativo. Por exemplo, usando o mesmo procedi-
mento em (3.131), como aquele em (3.126), encontramos

E(i—AB)v:(s—Q)év

ou

20Faca a demonstracao desta relacdo de comutacio entre os operadores indicados.
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Substituindo (3.130) na expressao acima, e fazendo w = Buv = B2u, encon-
tramos

(i—AB)wz(s—zl)w (3.132)

Podemos repetir este processo indefinidamente, e vemos que, se € ¢ um
autovalor, entdo (¢ — 2j) é também um autovalor, onde j é um nimero
inteiro positivo e representa o ndmero de iteragoes (agdo do operador B
sobre a fungao original w : Biq,

Existe um teorema geral’?! que ¢ valido, tanto na mecénica cldssica,
quanto na quantica, que estabelece que nao existem solugoes fisicamente
aceitdveis para energias menores do que o valor minimo do potencial.

No caso do oscilador, isto significa que nao existem solugoes para energias
negativas (lembre-se que o valor minimo do potencial é V =0, em z = 0);
entao, € — 25 > 0, sempre! Isto é, deve existir um limite minimo da energia
€, que chamaremos de ¢(, abaixo do qual a equagao de Schrodinger nao
terd mais solucoes. Devemos entao calcular este valor minimo.

Antes porém, uma observagao: vimos através de cédlculos anteriores que a
aplicacao do operador B sobre uma autofuncao u pertencente ao autovalor
€ geram novas autofungoes, v, cujos autovalores, A, diferem para menos,
pelo fator 2, isto é, A = € — 2. Em outras palavras, a agao do operador
Bu = v geram autoestados com energias menores.?2

Vamos agora admitir que ug seja a autofungdo cujo autovalor € seja a
menor energia para a qual existem solugoes da equagao de Schrodinger. En-
tao, a aplicagao do operador B (cuja propriedade é, como vimos, abaixar o
autovalor por um fator 2) sobre ug néo gera mais autofungéo com autovalor
€0 — 2, uma vez que gg é, como admitimos, a menor energia. Em termos de
equacgao, podemos representar esta situagao como

Bug=0 (3.133)

ou, substituindo a expressao do operador B
4 +y|u=0 (3.134)
dy Y| uo .

Multiplicando esta equagao pelo operador fl, temos
AB ug = 0

ou
—(eo— 1) ug =0 (3.135)

21N&o provaremos aqui este teorema. De qualquer forma, jd nos deparamos com situ-
agoes semelhantes a esta.

22Pode-se mostrar que a acdo do operador Ae inversa, isto é, geram autoestados com
energias maiores
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onde usamos a Eq. (3.124). Ora, up ndo pode ser identicamente nula, pois
representa a solucao para o estado de menor energia, ou estado fundamen-
tal. Logo, para que a equagao (3.135) seja satisfeita, entao

80:1

que ¢é a energia do estado fundamental nas unidades usadas. Assim, € — 2j
nao deve ser menor do que este valor, isto é, € — 25 > ¢y = 1. Logo,
devemos interromper o processo iterativo para j = n, de tal maneira que
€ —2n = 1. Isto restringe os valores permitidos para a energia do oscilador
aqueles, a partir dos quais, podemos atinger o valor gy através do processo
iterativo. Assim, €, = 2n + 1 devem ser os valores permitidos da energia,
correspondentes as autofungoes u = u,, para que, a partir deles, se atinja
o estado fundamental através de n iteragoes. Portanto, os autovalores do
oscilador harmonico sao

en=2n+1(n=012,.) (3.136)

Voltando aos simbolos originais, temos
1
E, = <n—|— 5) hw (3.137)

que ¢ idéntido ao valor obtido em (3.115).
A fungéo do estado fundamental pode ser obtida, integrando-se a Eq.(3.134).
Ou seja,

ato -0
y + Yy uo

A solucao desta equagao, como pode ser verificada, é
up(y) = Coe ¥ /2 (3.138)
onde Cj é a constante de normalizagao. Como

+oo 9
/ o) dy = 1

—0o0

ou
2 too 2
Gl [ ey =1
—o0

+oo 5
/ e Vdy=+vm

— 00

segue que Cy = /. A solugao normalizada &, entao,

1
uo(y) = \/;e v/2 (3.139)
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As demais fungoes, uq, us, ..., podem ser geradas, a menos de uma con-
stante de normalizacdo, a partir de ug, com auxilio do operador A.23Isto
é,

Uy ~ A’U,o
us ~ Auy = Adug = A%ug
ug ~ Aug = AAAuy = A3y (3.140)

Uy ~ Aty 1 = AAA... A ug = fl”uo

Por exemplo,

uy = ClA’UJO :Cl (i — )uo
dy
d 2
_ = —y~/2
“ <dy y) ‘
= Oy (—2y)e ¥ /2 (3.141)
= Cy(-1)'[2] e V2 (3.142)

A d
uy = CrAu; =0Co (d_y —y) Ui

= O (i - y> (f2ye’y2/2)
dy
= G229 —1)]e v/
= Co(—1)?[2(202 —1)] ¥/ (3.143)
De um modo geral, podemos escrever a n-ésima fungao, como
Up = Cp(=1)" A"ug
= C(=1)r Arev'/2 (3.144)

onde (), € uma constante de normalizagdo. De (3.141) e (3.143), observamos

que u, é da forma
2
un(y) = Cne™¥ ?Hy,(y) (3.145)

onde H,(y) sdo os polindmios de Hermite. Para uma fungao arbitraria, 1,
podemos verificar a validade da expressao:

A 2,5 d™ 2
A = ¢ /2d—yn (e*y /sz) (3.146)

23V, ja dever ter demonstrado que o operador A, atuando sobre uma autofungao, gera
outra autofungao, pertencente a autovalores mais elevados. Por exemplo, Aupn = Uny1.
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onde A"w = AAA.. A 1. Com a ajuda de (3.146), podemos reescrever
——
(3.144), isto &

2 dn 2 2
= (=1)" y°/2 —y7/2) = —y°/2
un(y) = (=1)" Cye a (e ) Che H,(y) (3.147)

onde, na utlima passagem, usamos (3.145). Da equagdo acima, podemos
obtem uma expressao para Hy,(y)

Ho(y) = (71)”6742;7: (e*?f/?) (3.148)

3.6.1 Normalizagdo das fungoes de onda do oscilador
harménico

Com auxilio de (3.147), podemos agora calcular o fator de normalizagio
C,. Como H, sao fungoes reais, tomemos

ur(y) = C’:Le*yz/QHn

e (o)

onde usamos a expressao para H, na ttlima expressao. Introduzindo estas
fungoes na condicao de normalizacao, obtemos

[ T iwunwar=c0tie [ s () =1

—0o0

A integral f+°o H,( )d—n (e*yz) dy pode ser resolvida por partes, f fdg =
fg — [ gdf. Fazendo —e A d% (d‘i@/%ille_’f) e, chamando de dg =

i(dnle y/Q)dyef H,,. Assim, como g = 7 nleyedf Z”dy,

dy dyn 1
et d dn! 2
- — (Hp) —— eV ) dy
e /_oo dy dy™ 1( )

obtem-se

. , . — 2
Note que o termo integrado é proporcional a e~¥ e, portanto, se anula em
+00. Desta maneira, encontra-se

g ()= 0 [ ) () ay

o oo Ay

1

/_+OO H,(y) dd;n (e_y2> dy = Hn% (e_y2>

oo

Repetindo o processo de integracao, tem-se

g (v o [ g ()
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Prosseguindo com este processo, na n-ésima integragao, encontramos final-
mente

+o0 dn 5 o0 5 dn
= (e¥ —(—1)" -y /22
| g () aw=cor [ () dy

—00 — 0 dyn
e assim
+oo +00 n
* _ 2n 2 d _y?
/m un () un(y)dy = (=1)7"|Cyl - Hn(y)dy” (e )dy
o [T _ 2 d"
= v —(H .14
Cf [ ety 31

=1

Como H,, é um polinémio em y de grau n, podemos escrever

H, (y) = Z amym
m=0
dm
R = |
gy ) nlam

Note que na n-ésima derivada, todos os termos se anulam, com excessao de
ay,, uma vez que H, é um polindomio de grau n. A equagao de normalizagao
fica entao

+oo 9 —+o00 2 /9 dn
| wwnway = (e [ et ay
2 Feo 2
— |G (1)) an / dy  (3.150)
= 1

O coeficiente a,,, do termo y™ na expansao, é obtido da igualdade

gamym = (—1)" eyZ% (e—f) (3.151)

que define os polinomios de Hermite [Eq. (3.148)]. Para vermos como isto
funciona, vamos aplicar esta equacdo para alguns casos particulares.

en=1
Paran =1, a Eq. (3.151) fica
ap +ary =2y

nos fornecendo ag =0 e a1 = 2.



118 3. Equagao de Schrodinger independente do tempo

on=2
ao + a1y + asy® = —2 + 4y?
ou, a0 =—-2,a; =0eay =4=22
en=23
2 3 _ 3
ap + a1y + axy” +azy” = —12y + 8y
ouag=0,a,=—-12ea3=8=23
en=4

ao + a1y + agy® + azy® + agy* = 12 — 48y* + 16y*

ouag=12,a; =0, a,=—48, a3 =0e as = 16 = 2%.
De uma meneira geral, a,, = 2", pela equagao acima. Substituindo a,, na
equagao de normalizagao, encontramos

+oo 9 —+o00 5 dn
/ W) un(p)dy = 1Cl / e () dy
“+oo 5
= |Cu* (n) 2"/ e Y dy
= 1

Usando [©2° e’ dy = /7, obtem-se finalmente:

.
@2'nly/r)

Assim, as fungoes de ondas normalizadas, de acordo com (3.147), sao

Cp =

wnly) = — D e 4 (<)

(27nly/m) dy™

1 2
=\ "2H,(y) (3.152)

Voltando a varidvel original, x, encontra-se a fungao de onda normalizada
para o oscilador harmonico:

1 mw 1/4 2 [mw
— —(mw/2h)x 1
Up () ——Z"n! (—Fm ) e H, ( on x) (3.153)
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3.6.2  Ortogonalidade das fungoes de onda

A seguir, mostraremos que as fungoes de onda do oscilador harmoénico sao
ortogonais, isto ¢

/ :’O w () i (y) dy = ﬁ / :’O (7" 2Haly)) (72 Hu(y)) dy =0
(3.154)

quando n # m.
Vamos admitir inicialmente que m > n. Substituindo na equagao acima,

+o0 +oo 2
\/2"+mn!m!7r/ ur (Y) um(y)dy = / eV Hy(y) Hin(y) dy

+oo 5 dm
_ —y?/2 1) oY’ /2 -y
/700 e H,(y) (-1)"e I (e )dy
teo dm 2
_ (_1\™ L (v
= (1) /m Holy) g () dy

am
dxnl

ula. Para isto, vamos integrar por partes, m vezes. Fazendo f = H,(y) e

Devemos mostrar entao que a integral ijO: H,(y) e*y2> dy se an-

m—1 2
dg = % (#e_y ) , obtems-e

o0 o0

Prosseguindo m vezes, como no caso mostrado anteriormente, obtemos

o0 dam 2 m o0 2 dam
N Hn(y)@—m (6 ) dy = (-1) L (Hn(y)) dy
Mas como, por hipétese, m > n e H, ¢ um polindémio de grau n (menor

do que m), segue entdo que
dm
dy™

(Hn(y)) =0

para m > n e, dai, a demonstragao da relacao de ortogonalidade mostrada
na Eq. (3.154).



120 3. Equagao de Schrodinger independente do tempo



This is page 121
Printer: Opaque this

4

A equacao de Schrodinger em trés
dimensoes

A equagdo de Schrodinger, como ji sabemos, tem a forma geral

ih T HY (4.1)
onde ¥ é uma funcao que depende das trés varidveis espaciais, x,y e z e da
varidvel temporal, ¢, quando consideramos o problema em trés dimensoes:
U = U(r,t). Analogamente ao caso unidimensional, |¥(r,#)|* fornece a
probabilidade de encontrar a particula numa pequena regiao, de volume
dV, em torno do ponto r, no instante ¢.

Da mesma forma como no caso unidimensional, H ¢ um operador con-
struido a partir da fungdo Hamiltoniana cldssica e depende do problema
que estamos analisando. Entretanto, quando H nao depende explicitamente
do tempo, a Eq.(4.1) pode ser resolvida para a varidvel temporal

W(r,t) = u(r) eF/h (4.2)

onde E é a energia total do sistema e, como no caso unidimensional, u
satisfaz a equagdo de autovalores para o operador H, isto ¢,

Hu(r) = Eu(r) (4.3)

A Eq.(4.3) pode ser reescrita em termos dos operadores energia cinética e
potencial

(ﬁ N V(r)) u(r) = Bufr)

2m
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onde o operador p pode ser expresso na representacao das coordenadas com
a substituicao p — —ihAV. Desta forma, podemos escrever a iltima equagao
como

( F g2y V(r)> u(r) = Eu(r) (4.4)

2m

que é a equagao de Schrodinger (independente do tempo) em trés dimen-
soes. Como podemos observar, esta é uma equagao diferencial parcial de
segunda ordem, cuja solugdo pode se tornar extremamente dificil (ou até
impossivel analiticamente), dependendo da forma de V(r).

Em linhas gerais, a dificuldade maior em resolver equagoes desse tipo,
onde v é uma fun¢do em muitas varidveis (trés no nosso caso) estd no
procedimento de separacao das varidveis, que depende em grande parte da
funcao V (r). Por exemplo, no caso da particula livre em trés dimensoes,
onde V (r) = 0, a solugéo de (4.4) é imediata. Outro exemplo, em que V (r)
tem uma forma simples, e é de grande interesse para nosso estudo, é quando
V (r) pode ser expresso como uma soma de operadores, cada um com fungéo
de apenas uma das varidveis espaciais: V (r) =V () + V (y) + V (2) . Em
tal caso, a solu¢do de (4.4) é também imediata.

Existe porém interesse de nossa parte em estudarmos problemas envol-
vendo potenciais do tipo V (r) = V (r) onde r = |r| é a distancia a algum
centro de forca. Estes s@o os chamados potenciais centrais, que desempen-
ham um papel muito importante tanto em cldssica como em quantica, pois a
maioria dos problemas de interesse prético sao, ou podem ser aproximados
dessa forma.

A seguir, faremos um estudo preliminar para potenciais desse tipo, que
tém propriedades comuns, independentes da forma funcional de V (r).

4.1 O potencial central

Um potencial da forma V (r) tem a propriedade de depender apenas da
distancia da particula ao centro de forga considerado, independente por-
tanto do angulo que o raio vetor faga com qualquer eixo. Isto sugere que a
escolha natural do sistema de coordenadas para este problema recaia sobre
o sistema esférico polar, cujas coordenadas, r,0 e ¢, sdo representadas na
figura abaixo.

Desta escolha, obtemos a relacao entre os sistemas cartesiano e esférico:

T = rsen 0 cos ¢
y = rsen 0sen¢ (4.5)
z=rcosf

ou
P2 =2 4 y? 4 52
tgp =2 (4.6)

cosf) = ——45——
/$2+y2+22
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Z
¢!
~ T
y
¢
X
FIGURE 4.1.

P ~ . . L . 2
que nos dé a transformacao inversa. No sistema esférico, o operador V* que
aparece na equagao de Schrodinger, possui a seguinte representacao

21020\ 1 0 oy, 1 &
v 2o \" or Jrr2ser19819 sen@aa +r286n296¢2 (4.7)

que pode ser obtido da definicio de V? em coordenadas cartesianas, com
a ajuda de (4.5) e (4.6).

Vamos agora escrever a equagdo de Schrodinger neste sistema de coor-
denadas, considerando o potencial como uma fungado escalar de r. Assim
temos:

_% (TLQ% (TQ%) + 7‘2533119% (Sena%) + 7‘28811129 6%;) U’(T’07¢)
+V(r)u(r6,¢)=Eu(r0,¢)
(4.8)

Como V (r) é uma fungdo apenas da varidvel escalar r, podemos tentar
resolver esta equacao pelo método da separacao de varidveis, fazendo

u(r,0,¢0) =R (r)Y (0,¢) (4.9)
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Assim, substituindo (4.9) em (4.8), obtemos

2
o (V325 (250) + R (g o (sen 0%5)

T 2m r
ek 2 )|+ V() - EIRY =0

Dividindo-se pelo produto RY e multiplicando-se por (—2m / h2) r2 obtem-
se

g (rP9R) — 2 (V (1) — E) = — 35 (k& (sen05y)

Observe que o lado esquerdo desta equagdo depende apenas da varidvel r,
enquanto que o lado direito depende somente das varidveis angulares 0 e ¢.
Para que esta igualdade valha sempre é necessdario que ambos os membros
sejam independentes tanto de r como das varidveis angulares, ou seja, cada
membro deve ser igual a uma constante. Chamando de A esta constante,
podemos escrever estas igualdades como

Y (9,¢) \ sen6 06 90 sen 20 042
(4.10)
2
o (P5E) = B (V) - E) =
Desta equacao, obtem-se
1 0 aY 1 0%Y
_ il - — _ =_)\Y 4.11
sen § 90 <sen0 a0 > sen 20 9¢> AY(6,9) (4.11)
para a parte angular, e
W d ([ ,dR A2
S <7~ %) v <—2mr2 LV (r) — E) R=0 (4.12)

para a parte radial. A Eq.(4.72) depende ainda de duas varidveis e po-
dem ser separadas. Fazendo-se Y (0, ¢) = ©(0)®(¢) e usando-se 0o mesmo
procedimento anterior obtem-se

(4.13)

£ 4 e =0
dg? =
L %(sen@%)—i—()\— )@:0

_v_
sen 6 senz6

onde v é uma constante de separacao tal como \. A primeira dessas equagoes
tem solucao simples; por exemplo, uma solucao particular de tal equagao,
exceto por uma constante multiplicativa, é

O (¢) =V (4.14)
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Como sabemos, qualquer solucao para que seja aceitdvel como funcao de
onda, tem que obedecer a certos requisitos: um deles é que ela seja univoca,
isto é, tenha um tnico valor no mesmo ponto. Isto implica, evidentemente
que ® (0) = ® (27) ou, no caso mais geral

O (¢) = (¢ + 2n7) (4.15)

uma vez que, verdadeiramente, ¢ e ¢ + 2nw, sendo n qualquer inteiro,
representam o mesmo angulo. Assim, para que (4.14) obedega a condigao
(4.15) & necessério que

(VTS iVE(eH2nm)
ei\/;qbei\/;Qnﬂ'

o que implica e?V¥2™ = 1 que s6 serd satisfeita se /v = m, ou v =
m?2, onde m é qualquer inteiro (positivo, negativo ou nulo), isto &, |m| =
0,1,2,3.... Logo, podemos reescrever (4.14) como

D (¢) = ™ (4.16)

O inteiro m desempenha um papel muito importante nesta teoria e é
chamado de nimero quantico magnético (mais tarde saberemos o porqué
desta denominagéo).

Até que se especifique a forma de V(r) ndo podemos resolver a equagao
radial (4.102). Porém, podemos resolver a equagdo para ©(#), da mesma
forma como fizemos para ® (¢), uma vez que ambas ndo dependem da
forma de V (). Isto serd feito na préxima segdo.

De passagem, devemos observar que a equacao radial possui um termo
da forma Ve = V (1) + 2/>n”’j2, que fisicamente pode ser relacionado com
o momento angular do sistema. De fato, uma particula cldssica, que tem
momento angular L em torno de um eixo que passa pela origem e é perpen-
dicular & érbita da particula, tem uma velocidade angular w = #, quando
a distancia da particula a origem é r. A este movimento estd associado uma
forca centripeta

2
_ 2, L

F.=mw’r = —

mr

necessdria para manter a particula nesta érbita. Evidentemente podemos

_L- _dve

2mr? dr

2 2 . . .
—4 ( L ) = L. Assim, identificando-se o termo Ah? como L?, encon-

obter esta forca a partir do potencial V., = isto &, F. = =

2mr? mr
tramos a parcela do potencial que é adicionado a V (r), que é o andlogo
quantico do potencial centrifugo encontrado na cléssica.

4.1.1  Momento angular. Relacoes de comutacao

Na teoria cldssica, as constantes de movimento tém um papel muito im-
portante no sentido de reduzir esforcos na solugao dos problemas. Espe-
cialmente quando tratamos as forgas centrais, o momento angular — que
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é uma constante de movimento, uma vez que tais forgas nao produzem
torques' em torno da origem — quando usado, simplifica enormemente as
equagoes de Newton. Nossa expectativa é que, ainda na mecénica quéntica,
podemos langar méao dessas simplificagoes para resolvermos as equagoes de
Schrodinger.

Nosso passo inicial é definirmos o momento angular em mecénica quéan-
tica e mostrarmos que nas condi¢bes que estamos analisando (forgas cen-
trais) ele ¢, como na cldssica, uma constante de movimento. Classicamente
definimos 0 momento angular como

L=rxp (4.17)

onde r é o raio vetor e p, 0 momento linear da particula. Para convertermos
quantidades cldssicas em operadores quanticos, basta substituirmos, neste
caso, p — —ihV, formalmente, isto ¢,

L=—ihrxV (4.18)

que, escrito em componentes cartesianas, L, Ly e L, é
[, = —; 9 _,0
L, = zh(yaz Zay>

Ly=—ili(22 —z2) (4.19)

xr
[ — 9 _ .0
L,=—1ih (zay yaw)
ou, usando as coordenadas esféricas

I:z = —ih (—sen ¢% — sen ¢ cot, (9(%)

L, = —ih (cos qﬁ% — cos ¢ cot 0(%) (4.20)

L. = fiha%

De posse dessas defini¢oes, podemos calcular algumas relagoes de comu-

tagao importantes. Por exemplo, podemos calcular [f[ , IAJ} para sabermos

! Lembre-se que
dL

==
dt
é o andlogo para a rotagao, da equacao de Newton F' = % para o movimento linear.
Como o torque é nulo para forcas centrais, entao
dL
= _0
dt
o que implica L ser uma constante independente do tempo.
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se L ¢ ou ndo uma constante de movimento. Uma das maneiras de se fazer
isto seria especificar diretamente as formas de Hel ﬁw,ﬁy,f)z e re-
solvermos o comutador. Esta maneira, entretanto, é muito trabalhosa e
usaremos entao outra mais simples, apelando para os aspectos de simetria
do problema. Como o potencial nio depende das varidveis angulares e p2,
que aparece no Hamiltoniano é um escalar, podemos inferir que o Hamil-
toniano permanece invariante se fizermos uma rotacao no sistema de eixos,
isto é,
Hu(r,0,¢) = Eu(r,0,¢)
(4.21)
Hu'(r,0,¢+&) = Eu/(r,0,¢ +¢)

onde os autovalores da energia sdo os mesmos, tanto para o estado u (orig-
inal) como para o estado v’ (r,0,¢ + &), girado de um angulo arbitrério &,
em torno do eixo-z. Se £ for infinitesimal, podemos expandir v’ em torno
de u, ou seja

o (r,0,6+€) = u(r,6,0) +5%¢9’¢) +O(E) (422

Usando a notagéo D = a%> = +L. [v. Eq.(4.20)] e substituindo (4.22) na
segunda equacao (4.21) obtemos

Hu(r,0,0) + EHDu(r,0,¢) = Eu(r,0,¢) + EDEw(r,6,0)
e com o auxilio da primeira daquelas equagoes, temos finalmente
(HD — DH) u(r,0,¢) =0 (4.23)
de onde se obtem [H, D] = 0. Logo,
[H,L,]=0 (4.24)

Usando argumentos semelhantes, isto é, rotagoes em torno dos eixos = e
y, podemos mostrar separadamente que

[H,L;)] = 0
(4.25)
[Ha Ly] =0
0 que equivale dizer, mais compactamente, que
[H,L] =0 (4.26)

Esta equacao traduz, para a linguagem da mecénica quéntica, que o
momento angular é uma constante de movimento, como ja suspeitdvamos.
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Pode-se ainda mostrar, usando-se diretamente as expressoes de L., L, e
L., que esses operadores satisfazem as seguintes regras de comutagao

[A/w,ﬁy = ihLz
1,1, =ihla (4.27)
L., L.| =inly

Note a ordem ciclica em que aparecem estes operadores: por exemplo, o co-
mutador das componentes x e y resulta a componente z, etc. Lembrando da

forma do comutador de dois operadores Ae B, isto é [A, ]AB} —AB- BA,
podemos expressar as relagoes (4.27) numa forma mais compacta. Por ex-

emplo, [Aw, Ey} = Asz —EyB$7 representa, na dlgebra vetorial, a compo-

nente z do produto vetorial dos vetores A eB: (A X B) = fley —Byéw,
z

etc. Assim, as trés relagoes da Eq. (4.27) podem ser escritas compactamente

COIIIO2

[IZ x f,} = inl. (4.28)

As equagdes (4.27) ou (4.28) representam as relagoes fundamentais entre
as componentes do vetor momento angular. Elas expressam de forma pre-
cisa, que sucessivas rotagoes do sistema de coordenadas em torno de eixos
em duas diferentes dire¢Ges nao sao operagoes comutdveis.

Outras regras que podemos demonstrar sao

[L2, L] =0
Ez iy} = (O) (4.29)
[H,L*] =0 (4.30)

Desta maneira,® os operadores H, L, e L? sdo operadores que comutam

entre si, e os estados de energia do nosso problema podem ser escritos como
autofungoes simultaneas desses operadores.

20bserve que, diferentemente de um vetor ordindrio, o produto vetorial de um oper-
ador vetorial, tal como L, por ele mesmo, ndo se anula, uma vez que sua componentes
nao comutam entre si.

3Lembre-se desta propriedade dos operadores que comutam entre si, relendo a parte
relativa a operadores lineares.
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4.1.2  Equagoes de autovalores para L? e L,

As conclusoes a que chegamos na se¢do anterior, isto é, a de que os op-
eradores H, L, e L? comutam entre si, sio fundamentais para que se es-
pecifique os estados dos sistemas envolvendo forgas centrais. Nosso objetivo
agora serd o de obter os autovalores dos operadores L% e L, que nos serd
itil mais tarde, para descrever os estados do operador H.

Existem muitas maneiras de realizarmos esta tarefa; procuramos entre-
tanto um caminho mais simples. Comecaremos por escrever o operador L?
em coordenadas esféricas, fazendo uso das equagoes (4.20). A partir dessas
equagoes, podemos escrever

LP=L2+L12+12
2 o) 2\?
=—h [(senqﬁm fcosqﬁcotgﬂa—d)) (4.31)
2
+ (cos (ba% — sen ¢ cot g@a%)) + %]
Temos que tomar cuidado ao elevarmos ao quadrado essas quantidades,
pois tratam-se de operadores diferenciais. Assim

2
(—sen ¢% — cos ¢ cot gG%)

= (—sen¢6% —cos¢cotg9(%) X (—sen¢a€ cos¢cotg98¢

= —Sen¢% (—sengf)%) — senqﬁa% — cos¢cotg¢98i
—cosq{)cotg@a%s ( sen¢60) — cosg{)cotg&— —cosq{)cotg@ai

= sen2¢)88—:2 + sen ¢ cos ¢ (cotgﬂa%) + cosgbcotgﬂa% (sen¢%)
+ cos ¢ cot g2 96% (cos gb%)

= sen2¢88—:2 + sen ¢ cos ¢ (—cose029 o 4 cotg@ae (%

+ cos ¢cotgl (cos d)% + sen@a% %) + cos peotg?f (fsengba—d) + cos gbaT)Q

ou

2
(—sen (ba% — cosqbcotg&a%))
= sen2¢68—922 — sen ¢ cos ¢cosec29 9 4 sen ¢ cos pcotgh-% 50 8¢> + cos ¢cotg9

+ cos ¢sen pcotgh -2 7 D — cos ¢sen ¢peotg®04z 9+ cos ¢cotg208¢2
(4.32)
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Para o outro termo, obteremos

2

N——

(cos qﬁ% — sen ¢ cot g@a%
= (cos ¢% — sen ¢ cot g9%> X (cos ¢% — sen ¢ cot g9%>

= cos? ¢68—;2 — cos ¢sen¢6% (cot g@a%)) — sen ¢ cot g@(% (cos a@)
+sen ¢ cot g208% (sen ¢3i)

= cos? ¢(§—922 — oS ¢seng (—cosec29 o 4 COtgeae 6¢

—sen ¢ cot g (—sen ¢% + cos ¢8%) 6%) + sen ¢ cot g20 (cos ¢a_¢ + senqbaT52

=cos? ¢ (,?;2 + cos ¢sen¢cosecQH 0. _ cos psengeotgh -2 55 a 7+ ben2¢cotg9
—sene cos peotglh-2 56 60 + seng cos ¢cotg29 9 4 senZ¢pcotg?0 88¢2
(4.33)

Substituindo-se (4.32) e (4.33) em (4.31) obtem-se

L2 =—p? [sen2¢aa—:2 — seng cos ¢cose029 0 —I— seng cos peotgh -2 56 8¢
+ cos ngcotg@ + cos ésengcotgl -2 5 66 — cos ¢sen¢cotg29 0

— cos ¢benq§cotg9 56 55 ¢ + senQ(bcotgH — sen¢ cos gcotgl -2 5690
+seng cos ¢cotg29 0 4 seanzScotg293¢2 + 8¢2}

Reagrupando os termos, temos

L?=—-p? [(sen2¢ + cos? ¢) 53—;2 + (cos? ¢ + sen?¢) cotgf-;
+ ((cos? ¢ + sen?¢) cotg?d + 1) 84)2}

=—h? [;—922 + cotg&% (1 + cotg26?) 86—}

1 0 0 1 02
2 _ 32 9 oy, 1 o
Lr=—h [sen@ a0 (sen@ae) + en?g 8(;52] (434)

que é a representacao, em coordenadas esféricas, de L2. Por outro lado, de
acordo com (4.23)

L. =iy (4.35)

é a representacao (no mesmo sistema) de L,.
Comparando-se a equagao (4.34) com (4.72), vé-se que se pode escrever

1Y (0,9) = \R*Y (0, ¢) (4.36)
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e que Ah? pode ser interpretado como autovalor do quadrado do momento
angular. Por sua vez, a fungdo ®(¢) é um autoestado do operador L., como
podemos constatar, aplicando-se L, [Eq. (4.35)] na funcdo ® [Eq. (4.16)]:

L.®(¢) = —ma% (e"™?) = mhd(¢) (4.37)

O autovalor de L, no autoestado ® (¢) ¢ mh. A fungdo Y (0,¢) =

© (0) D (¢) é também um autoestado de L,, pois © depende apenas da

varidvel §. Assim sendo, a fungao Y (6, ¢) é um autoestado simultaneo de

I? e L,; cada autoestado terd um autovalor A\i2 e mh, associado com

L? e L., respectivamente. Para enfatisar isto, podemos indexar as funcoes
Y =Y, e escrever as equagdes de autovalores para L? e L, como

L2 Y)\ym (9, (;5) = >\h2Y)\,m (9, ¢)
(4.38)
Lz Y)\,m (97 (b) = th)\,m (97 ¢)

O conjunto das equagdes acima sdo agora equivalentes a equagao (4.72),
que por sua vez é equivalente as equagoes (4.13). Nosso problema agora
serd resolver a segunda das equagoes (4.13) e encontrar as fungdes O (9) e
os autovalores \; tal equacao é conhecida na literatura matemética como
a equagdo para as fungées associadas de Legendre. Um dos métodos para
resolvé-la, o convencional, é substituir £ — cos # e obter solu¢tes em séries
de poténcias de x; a convergéncia desta série requer um corte (como no caso
do oscilador harmonico), o que nos dd as condigoes para os autovalores \.
Esta técnica ja apresentamos uma vez na solugdo do oscilador unidimen-
sional. Uma outra técnica, a que faz o uso do método dos operadores de
abaizamento e levantamento, que usamos também na solucao do oscilador,
pode ainda ser aplicada aqui. Usaremos ambas as técnicas para encontrar-
mos as solugoes O () .

4.2 Funcoes associadas de Legendre

4.2.1 Meétodo das séries de poténcia

Seja a equacao

1 d do m?
"yl (sen(?@) + ()\ — —sen29> ©=0 (4.39)

Fazendo-se a substitui¢ao de varidveis = cos 6 e colocando ©(0) = P (x)

apds usarmos
d _(d\dr _ g
a0~ \dz)do ~ "z
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a equacao (4.82) pode ser escrita

1 d dP(x) m? B
p— {—sen@a [sené? <—sen(9?)] } + ()\ - sen20) P(x)=0

d 5, dP(x) m? _
o (sen 0 T )+ ()\ T P(z)=0

Mas sen?0 = 1 — cos? § = 1 — 2. Assim, obtemos para a equacio acima

d [(1#) dP(w)}+<A m? >p(z)_() (4.40)

dx dx 1— 22

que é a equacao associade de Legendre, cuja solucao sao os chamados
polinémios associados de Legendre.* Para o caso particular m = 0, aquela
equagao reduz-se a uma forma simples

% [(1 — 2?) d";—ix)} + AP () =0 (4.41)
conhecida como equagao diferencial de Legendre. Antes de analisarmos as
solugos da Eq. (4.58), vamos nos deter um pouco na forma mais simples
de (4.57). O método que iremos empregar &, como dissemos, o da série
de poténcias. E bom lembrar que as solucdes P(z), nas quais estamos in-
teressados, devem preencher certos requisitos, tais como o de ser finita e
continua em todo o dominio® |z| < 1 para que possa representar uma funcio
de onda. Como é de praxe no método que vamos utilizar, admitiremos, por
hipétese, que a solugao possa ser representada por uma série de poténcia
da forma

P(x)= Z apzt (4.42)
k=0
As derivadas desta equacao
dP (z) - k-1
il e k
dx I;J e

d*P (x) - k—2
W = kz:;) k (k — 1) ap T

sao substituidas na Eq. (4.57),

4Ver, por exemplo, Butkov pag. 340
5Nao esqueca que a varidvel = cos s6 tem valores entre os limites +1.
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ou seja,

(1-2)

M2

k(k—1) akxk_Q—Zka ap kT +)\Zakxk =0.
k=0 k=0

=~
Il

0

Reagrupando os termos

Zakk(k—l) xkiQ—Zakk;(k;—l) xk—QZakk:xk—l—)\Zakxk =0
k=0 k=0 k=0 k=0

e fazendo k£ — k + 2 no primeiro termo, encontra-se
[ee] oo oo [ee]
Z(k+2) (k+1) agi2 :rkfz k(k—1) apa®—2 Z kag 2"+ Z apzt =0
k=0 =0 k=0 k=0
ou
DIk +2) (k+ 1) arre —k(k—1) ax —2ark + dag]a® =0
k=0

e finalmente

i{(’f”) (k+1) arrs — [k(k+1) — N ax}z* =0 (4.43)
k=0

Nesta expansdo, os coeficientes de cada poténcia de x deve se anular
separadamente. Disto encontra-se a relagao de recorréncia

k(k+1) — X

R TIES (4.44)

k42
que nos fornece o coeficiente de ordem k + 2 em termos do coeficiente de
ordem £k, exceto no caso de ag e a1, que sao constantes arbitrdrias.
Se a série (4.42) nao terminar para algum valor finito de k, da Eq. (4.44)
segue que
Ak+2 k
— T o
ag k+2

(k — o0)

A série entao se comporta como Z% para n par ou impar e, portanto,

diverge para x = +1. Tais fungoes singulares, embora solugoes da equagao

diferencial, ndo sio aceitdveis como autofunces® de L?. Concluimos que tal

série deva ser truncada para algum valor finito & = [, onde [ ¢ um niimero

interiro positivo, tal que ay = 0 para k > [. De (4.44) segue entdo que
I(1+1) —A

wrr =iy arn @0

SPor que?
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de onde obtem-se

A=1(l+1) (4.45)

Desta forma, a solugdo da Eq. (4.42) se reduz a um polindmio de grau
I, isto é, P (x) = P, (x). Estes polinémios, multiplicados por alguma con-
stante, constituem os polindmios de Legendre.

Usando (4.45), podemos reescrever (4.44)7

k(k+1)—1(1+1)
(k+1)(k+2)

Qhi2 = ag, (k=0,1,2,....,1 —2) (4.46)

E um procedimento convencional escolhermos as constantes arbitrarias
de maneira que P, (+1) = (jzl)l . Com isto podemos gerar alguns polindmios.
Por exemplo

Py(z) = ay—Py(£)=(x1)"=1-a=1—PF(z)=1
P(zx) = aiz—P(E)=(x)'=+l—-a=1—-P(z)=x
Py(z) = ap+ asx? — ay = *gao = —3ag — P2 (x) = ap (1 - 3£E2)

1 1
— P2(+1)=1—>a0:—§—>P2(x):§(3x2—1)

onde usamos (4.46) para obter as em fungao de ag, com k = 0el = 2.
Este procedimento pode gerar alguma confusao, uma vez que temos que
redefinir as mesmas constantes para cada polinémio. Uma maneira de se
evitar isto € definir todos os coeficientes nao nulos em fungao do coeficiente
a; da poténcia de maior grau do polinéomio. Para isto vamos inverter a
relagdo (4.46), isto é

(k) (k+2)
BT Rk — (1)

e, usando a identidade
E(k+1)—1(0+1)=k+k-1P-1l=—(1-k)(I+k+1)
podemos reescrever aquela expressdo como

(k+1) (k+2)
-k (+kt1) ™

ap = — (4.47)

"Vocé entendeu por que k varia até [ — 2? Tente explicar.
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Se k =, sabemos que a;12 =0, a;+4 = 0, etc. Fazendo-se k =1 — 2,1 —
4, ... obtemos de (4.47)

1(1—1)
W - 1=20-3 W-ne-2-3)
T 1(20-3) "PTox4a@-3@2-1n"
- B Gl Ul B Gl 3 N Ul G0 Gl 1 Gl

6(20 —5) (2x4x6) (2 —1)(2—3) (20 —5)"

De um modo geral®

o LI-1)(1-2)...[l—(2)—1)]
a2 = (1) {(2><4><6><...><2j)(21—1)(2[—3)...[21—(2.7—1)]}al

ou ainda

S = D=2)... (=2 +1)
ai-2; = (=1) {2]']‘!(211) (213)...(212j+1)}“l (4.48)

Aqui a; permanece arbitrdrio. E usual adotar-se para a; o valor

20-1)x (20 —3) x...x3x1
I

a = (4.49)

tal que seja mantida a escolha Py(+1) = (£1)". Substituindo-se (4.49) em
(4.48) obtem-se a expressao geral de a;_2;, quando [ — 25 > 0. Isto &9

_ [ L=D(=2).. .(1-2j+1)
-2 (=1) {21']'!(21—1)(2[—3)...(2[—2j+1)}
2—-1)x(21—3)x...x3x1

x I
aj—2; = (= 1)jl(lf1)(172)...(l72j+1)(2l72j71)

2.7]'['

x(20—2j-3)x...x3x1

Ou10

8Mostre que 2 X 4 X 6 X ... x 2j = 27 j!

9Tente simplificar esta expressdo. Note que o préximo termo na sequéncia
20-1)20-3)...(2l—-2j+1)é (2t —25—-1).

10Note que aqui multiplicamos o numerador e o denominador pelos mesmos termos.
Isto nao altera o resultado. Ja descobriu porque fizemos isso?
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aj—2; = ;Tl,!)é!l(l1)([2)...(l2j+1)(2[2j1)

x(20—2j—3)x...x3x1

(1= 2))1 (20 —2j) (2 —2j — 2) . x 4 x 2
U= 22— 2) (21 — 2 —2) .. x 4 x 2

a_o; = 2(1_31‘!);!1” I=1)(1—=2)...(1—2j+1) (Il —2j)!

(1—2)(20—2j —1)...x2x 1

22T (=20 — ) x2(—j— 1) x .. x2(2) x 2(1) (2l —2) (2l —2j —2)... x 4

Fazendo as simplificacoes indicadas obtem-se

(-1) 1! (21 — 2§)!
27 G (1 —25)120=3 (I — j)!

125 =

e, finalmente '
(-1 (@21-2))!
_9; = 4.50
R T S (il (450
que é o coeficiente de ordem da poténcia z'~2. Podemos entdo construir
os polinomios a partir da Eq. (4.42):

LR Y @)
;U2 - )

—2 (4.51)

onde usamos a notagao

é, se [ for par
(/2] = (4.52)
1—717 se [ for impar.
Da definigao (4.51) obtemos alguns polindmios
Fy(z) =1 P (z)=ux

Py(x) = % (3562 - 1) P (x) =

NI

(5563 — 3:1:)

Py(z) = £ (352" = 3022 +3)  Ps(x) = 1 (632° — 702° + 152)
(4.53)
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=

Falx) .

FIGURE 4.2. Os seis primeiros polinomios de Legendre.

Uma forma util (e mais simplificada) para se obter esses polinémios é a
chamda férmula de Rodrigues:

P =L (@2 4.54
l(x)_m@((x—w (4.54)

Como P, (x) = P;(cosf) sio autofungoes do operador hermitiano L2,
eles s@o ortogonais. De fato, pode-se mostrar, usando-se a defini¢ao (4.54)

que'!

+1
/ P (2) Pr () dz = 0, se 1 £ 1. (4.55)
-1

Pode-se mostrar ainda, usando também essa defini¢do, que a normaliza-
¢ao desses polindmios é

+1 T
2
[ @) do= /0 [P (cos0))* sen 0.0 = > (4.56)
Outras relagoes tteis podem ser obtida, mas trataremos como exercicios.
Agora que j4 analisamos a equagao de Legendre [(4.57)]:

d’pP dP
(l—mQ)W—ZmE—H(H-l)P:O (4.57)

1 sto & muito parecido com o que fizemos para o polinomio de Hermite. Veja aquela
passagem novamente.



138 4. A equagdo de Schrodinger em trés dimensoes

cujas solugées sdo polindmios de grau I, P;(z), vamos retornar a nossa
equagao original, que é a que nos interessa [(4.58)]:

d?P dp m?
(17z2)w72x%+ L+ 1) = 7—=|P=0 (4.58)

E claro que poderfamos usar o mesmo procedimento anterior para encon-
trarmos as solucoes da equagao acima, mas usaremos outrou caminha para
aproveitarmos os resultados ja obtidos até aqui e, assim, nao precisaremos
repitir todos os célculos ja desenvolvidos. Nossa tarefa serd entao encontrar
um caminho que nos leve da Eq. (4.57) para (4.58). Uma maneira de se
fazer isto é derivar m vezes aquela equacao, isto é:

am dQPl dPl
1—2a? — 22— +1(I+1)P| =0

e o resultado serd entdo manipulado para obtermos a Eq.(4.58). Todos da
equagao acima sao do tipo (ﬁg—fn(fg), onde f = (1 — xQ) eg= ‘227}; para o
primeiro termo; f = —2x e g = % para o segundo; e f =1(I+1)eg= P,
para o terceiro termo. De uma maneira geral,

7 (fo) = fa'+f'g
L (fg) = fP+Sf9+ 9+
= fo*+2f'g" + [
L (fg) = [P+ +21 g2 1217 + f2gt + %

= f@P+3fg>+3f%9" + [Py

e (f9) Fgm A mflgn Tt 4 PR PR g

k
onde usamos a notacio f* = 4L etc. Para o primeiro termo da equagao,

dxk7
2
(1 — xz) flm];, temos:

! = -2
fPo= -2
ff= 0k>3
m g2
o= ar &P

dom dz2’ T



Assim,
am d*p m(m+1)
— (1= =] = m 1 om—1 _ MAINNT L) 2 m—2
dzm [( x)de] fg" +mfg + D) g
dm d*P dm1t d?p dm—2 d*pP
= (1-2°)———= —2me—m— — 1) ——
(1-a%) dz™ dx? M Gem =1 2 m(m+1) dz™=2 dx?
d" d*P dm™ dP dm
= (1-2?) —— — -— - 1)—P
(1-a%) dx™ dx? e (m +1) dz™
d> (d"P d (d"P
= (1-2°)—=|(—)—-2ma— | —) — 1
( x)dx2<dxm) mwdm(dmm) m (m + )< x
onde usamos d‘f:::l ‘571; = dd;n % = %‘Zﬁ , etc. Para o segundo termo
encontramos:
am dP
— | —2r— — m 1 m—1
dxm{ xdx} 9" +mfg
_ oy dm dp dm—t dpP
- dz™ dx dz™=1 dx
d (d"P dmp
- _2$% (d:ﬂ") - am (dxm)
com as mesmas simplifica¢oes. Substituindo esses termos na equagao inicial,
tem-se
dm d’P dP
— |(1-2%) — —22— +1(+1)P
dmm{( x)de JZ:dalc—’_(_~_)]
dm d’P dam dP dmpP
= — |(1-2?) == — | 22— i+ —=—
dx™ [( x)de}—i_d:cm[ xdx}—i_ (t+ )(dxm)
d?> (d"P d (d™P d™P
= (1-2%)— | —=) —tipo 12ma— [ —— | — tipo 2 1
( x)das2<dxm> tipo mxdm(dm”‘) tipo 2m (m + )<d:pm>
N——
d (d™P d™P dm™P
—tipo 12— | —— | — tipo 22 —_— ipo 2l (I +1
tipo xd.’E(d.’Em) ipo m(dxm)+t1po L+ )<d$m>
N—— N——— N——
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Reagrupando os termos, encontra-se

dzm 2 +l(l+1)Pl]
d* (d™P, d (d™P
— 2 _ —
= @ x)da?2<dacm) 2(m+1)xdx(dxm)

S+ 1) = m(m+ 1)) (dmpl)

dx™

e TR el

= 0

Z, m . . .
E claro que CZJ vai depender do valor de m que estivermos considerando.

rm

Para enfatizar esta dependéncia, vamos fazer a seguinte substiuigao:

dm P

— = (1=a)" B, parap=—7. (4.59)

2

a equagao anterior torna-se

(1-2%) = (=) "2 Pm) —2(m+ Dok ((1-2%) """ P7)
(4.60)
") =0

—-m/2

FLA+1) —m(m+1)] ((1—952)

Usando aquela defini¢do, podemos calcular as derivadas primeira e se-
gunda indicadas na expressio acima. Assim:'?

d (d"P, d )2
& (Gn) = lo-ae]
_oy-m/2 [ AR me m

(1 x) [dm +(1—x2)Pl]

d? (d™P, oy —m/2 [ d2P" 2mx AP
— = (1- 4.61
dx? <da¢m > (1-2%) { a? (1—22) dzx (461)

2m (% +1):E m
(1 —x2)2 (1—a2)

12Faca estes cdlculos.
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Substituindo estas expressoes na equagao (?7), obtemos

2 pm m om( 22 4+1)z2
(1—w2>{ddfé + s U +(”E§zz>3’” +

(1%) Pf”}

~2(m+ Do (Y + 25 Pr) + 1@+ 1) = m(m+ D] B

m dP™ m2az? 2ma?
—(1-22) E8" 119 L 4o P43 pm oy gy pm
(1= %) S+ 12ma=g = 4 2y P 3y B 4 Y
dP™ AP™ 2m2a? 2ma?
—12mz—t — Lo " pm_3 =" _pmy(l4+1)P"™—m2P™ — AmP™
mae— Tk s ) (-2 L+ 1) P moiy miy

2 pm 2 2 m
= (1-2) G — g P - e L ) B
e, finalmente,

d?Pm dPm m?

dx
Podemos notar que esta equagdo é exatamente igual & Eq. (4.58), para
a qual procuramos as solucoes. Isto significa que P/™ sdo solucoes dessa
equacao e, para simplificar nossa tarefa, ja sabemos como obté-las a partir
dos polinémios de Legendre, ja estudados nesta secao; isto é

=0 (4.62)

d™ P,
dz™

—(1—a?) " P (4.63)
ou
m/2 d™P,

Pt @)= (1-a?)" 7

(4.64)

Remark 9 F importante observar que, nas equacoes acima, a ordem m
dos polinémios associados estd restrita apenas a valores positivos ou zero.
Na verdade deveriamos ter usado a notac¢ao

iml/2 d™ P,

dzx!m!

P (z) = (1-4?) (4.65)

uma vez que ndo tem sentido uma derivada de ordem negativa. E facil
tambem notar que os valores de |m| estio restritos ao intervalo™

Im| <1 (4.66)

13Por que?

—mQP)lmZO
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o que implica nos valores
-1 <m<l (4.67)

para o numero qudntico magnético.

As funcbes P/ (x) sdo na verdade as solugbes © da equagdo (4.82), ex-
ceto por um fator constante (multiplicativo) que vem da normalizacao de
P (). Por exemplo, podemos mostrar que'?

41 0,sel =1l
/ P (2) P (x) = (4.68)
1 2 (I+m)! el = l/
@I+1) =m)l’ :

Usando este resultado, obtemos a constante de normalizacao da parte da
funcdo de onda que depende da varigvel 6; isto é'°

or (0) = \/ L;” % P (cos ) (4.69)

que nos da
/ |©7 (6)]* sen 0df =1
0

a condicao de normalizagao.

Com isto, encerra-se a discussdo das solugoes das equagOes nas var-
idveis angulares. Um comentédrio adicional sobre estas solugtes, refere-se
a Eq. (4.72), que é a equagao para as fungoes Y (6, ¢) = © (0) @ (¢) . Estas
fungoes, quando substituidas as fungoes © e ® normalizadas, sdo conheci-
das como harmonicos esféricos. Uma expressao para os harmonicos pode
ser obtida (o fator de normalizacio par ® & 1/v/27):

20+1) (I—m)!
Yim (0,0) = S eimé pm 0 4.
L, ( ¢> C\/ A (l i m)|e l (COS ) ( 70)
onde
(=)™, sem>0
(= (4.71)
1, sem <0
Alguns exemplos dos harmonicos esféricos sao dados a seguir:
Yb,ozx/% Yz,ozw/%(i’)cosze—l)
Yi0= % cos 6 Yo 41 = F4/ S%eiwsene

Vi = Fy/geesenl Yo ip = /55T Psen® 0

M Novamente devemos considerar m = |m)| .
15Voce ainda lembra da mudanca que fizemos 14 inicio, = cos ?
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Deixaremos outros comentdrios para a préxima sec¢ao, quando tratarmos
do método de solugao através de operadores.

4.2.2 Meétodo de operadores

Nosso objetivo aqui é resolver a equagao discutida da segao anterior pelo
método de operadores. Muitas proprieadades fisicas destas solugoes, que
foram omitidas naquela se¢ao, serao abordadas aqui.

Seja a equagao, cujas solugoes estamos interessados,

1 0 0 1 9
{m% (Se“(’ %) * senzea—qs} Y(0,0) = =AY (0,6)  (472)

que representa a parte angular da funcdo de onda u(r, 8, ¢), solugdo da
equagao de Schrodinger [Eq. (4.3)].

Como mostramos anteriormente [Eq. (4.82)], a Eq.(4.72) é equivalente a
um sistema de equacdes de autovalores para L? e L., ou seja,

L*Yam (0,0) = Ai*Yam (0,9)
(4.73)
LzYA,m (67 ¢) = th)\;m (0, ¢)
Do mesmo modo que procedemos para o caso do oscilador unidimen-

sional, vamos partir com a definicao de dois operadores, que serao uteis na
nossa discussdo. Sao eles:

L. Ly +iL,

(4.74)
L. = L,—ilL,

onde L, e L, sdo as componentes z e y do momento angular. De (4.29)
encontramos as relacdes de comutacdo entre L? e Ly, isto é:

[L?,Ly] =0 (4.75)

uma vez que L? comuta com ambos, L, e L.

Como é uma propriedade geral dos operadores que comutam entre si, se
Y\ m € uma autofuncao de L? pertencente ao autovalor A2, entdo L.Y)
e L_Y) ,, ¢ também uma autofungao de L? pertencendo ao mesmo auto-
valor. De fato, podemos demonstrar isso, aplicando a ambos os membros
da primeira equacao (4.82), o operador L, :

Lo L2Y) 1 (6,6) = ML (6,0)

L2 (L-l-YA,m (07 (b)) = /\77‘2 (L+YA,m (67 ¢)) (476)
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Entao LYy (0,¢) é uma autofuncio de L? pertencente ao mesmo auto-
valor Ah?. De maneira idéntica, podemos demonstrar para L_Y} ,, (6, ¢).

Por outro lado, podemos mostrar que L1Y) ., (6, ¢) sdo também auto-
fungbes de L., embora pertencentes a diferentes autovalores. Neste sentido,
precisamos da relacao de comutacao entre esses operadores. Para L temos:

[L.,Ly] = |[L.,Ly|+i[L., Ly

ihL, + hL,

= h(Le+iLy)
onde usamos (4.27) e (4.74). Assim,
[L.,L.] = hL. (4.77)
Da mesma forma, temos para L_ :
[L.,L_]=—hL_ (4.78)
Numa forma compacta, podemos escrever:
[L.,L.] = +hL, (4.79)

Aplicando agora o operador L a segunda equagao de (4.82) encontramos
[usando (4.79)]:

L+LZY,\7m (9, ¢) = mhL-}-Y)\,m (07 ¢)

ou
(LZL+ - hL+) Y/\,m (0, ¢> = mhLJrY)\,m (07 d))

e finalmente

Lo (L Yom (0,0)] = (m+ 1) B [Ly Yy m (6, 9)] (4.80)
como haviamos antecipado. Analogamente,

L. [L-Yam (6,6)] = (m — 1) RL_Yi (6,0)
Numa forma geral

Lz [LiYam (0,0)] = (m £ 1) R[LLYam (0,9)] (4.81)

de onde se vé que LYy, (6,¢) sdo autofungoes de L, pertencentes ao
autovalores (m =+ 1) h, respectivamente. Esses autovalores estao aumenta-
dos de uma unidade de % para as autofuncoes LY} ,,, ou diminuidos da
mesma quantidade para as autofungoes L1 Y) ,,,. Por esta razao costuma-se
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denominar Ly e L_ de operadores levantamento e rebaizamento, respecti-
vamente. Com estes operadores podemos gerar um conjunto de autoestados
de L2, que correspondem a diferentes autovalores de L,; é evidente que este
conjunto de autoestados de L? é degenerado, uma vez que todos eles, com
o mesmo valor de A, possuem a mesma energia. De fato, a equacdo radial
(4.102), resultante da separagdo de varidveis da equacao de Schrodinger,
mostra que a energia depende somente do valor total do momento angu-
lar e, assim, todos os estados com o mesmo valor de A possuem a mesma
energia.

Prosseguindo, vamos calcular os possiveis valores de A e m. Para isto,
partimos das equagoes

L*Y) m (0,0) MN2Yy 1 (6, 0)

e (4.82)
LZYA,m (07 ¢) = th)\,m (0, ¢)

Aplicando L, a segunda equagao, encontramos

LszY)\,m (97 d)) = mhLZY)\,m (0, ¢>

ou (4.83)
LYy m (0,0) = mPR°Ya . (0,0)
Subtraindo (4.82) de (4.83), tem-se
(L2 = L2) Yo (6,6) = (A — m2) B2Y3 1 (6, 6) (4.84)

Mas, L2 — L? = L2 + LZQJ e assim
(L3 +L3) Yam (0,0) = (A = m?) BYam (6, ¢)
Ora, L2 e Lz sao os quadrados dos operadores hermitianos L, e L, e, por-

tanto, seus valores médios, como podemos mostrar, sao sempre positivos.
Dai concluimos que

(A=m*)1* >0
e, entao
m? < A
ou
A < m<A (4.85)

A equagao acima estabelece que existe um valor maximo e minimo para
m. Se [ for o valor médximo de m, para um dado A, entao:

LiYy(0,¢) =0 (4.86)
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pois, se nao fosse assim existiria um autovalor de L, igual a (I 4 1)k [ver
Eq.(4.80)], contrariando nossa suposi¢ao de que [ é o valor méximo de m.
Aplicando L_ na Eq.(4.86) o resultado é evidentemente nulo. Entao

L_LiY\1(0,9)=0

Substituindo-se as expressoes L4 = L, + ¢L,, obtem-se

(Ly —iLy) (Ly +1iLy,) Y1 (0,0) = 0
ou
g+@+gwu¢=m4%%—%uﬂnww>=o
D —
ou
=L*~LIL3 + Ly —hL.| Va1 (6,0) = O
N——
ou
[L? — L2 —hL.) Yy, (0,¢) = ((4.87)
De (4.82), obtem-se
M2 — P2 — 1?2 =0
ou
A=1(l+1) (4.88)

onde [ é o maximo valor de m para um dado A. De maneira similar, podemos
mostrar que o menor valor de m é —I.

Assim sendo, partindo do maior (menor) valor de m, podemos atingir o
menor (maior) valor de m e, entao, geramos toda a série de valores m, cor-
respondente ao valor de A dado por (4.88). Esta operacao envolve (2] + 1)
passos unitdrios, que representam os (2] + 1) estados do espectro de L.,
para um dado valor de A, conforme a figura abaixo.

Isto equivale a dizer que 2] + 1 = k, onde k£ é um inteiro. Esta condicao
implica em!6

l—k=—1
ou

== (4.89)
2
O valor méximo de m pode entdo ser um nimero inteiro (se k for um
nimero par) ou um miltipo fmpar de 1/2 (se k for um numero impar).
Aqui cabe um comentdrio importante. Quando resolvemos a equacao
para ® com as condicoes de contorno apropriadas, encontramos que a com-
ponente z do momento angular era igual a mh, onde m era um nimero

16Partindo de [ e subtraindo k passos unitdrios chegamos em —I. Veja figura acima.
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+1

+(-1)

-(F3)
* - -(-2)
-(H1)
-1

FIGURE 4.3.

inteiro [ver. Eq.(4.16)]. Usando o método de operadores que envolve so-
mente as propriedades de comutagdo dos operadores L’s, o valor de m
pode ser, ou um nimero inteiro, ou semi-inteiro. (A possibilidade de m ser
um semi-inteiro serd discutida quando estudarmos o spin).

O resultado que obtivemos da solucao da equacao diferencial é que o
momento angular, originando da fisica classica d4 valores inteiros para m.
Existem, todavia, valores possiveis de m que nao podem ser encontrados
da transigdo do problema clédssico para o quantico, via equacao diferencial,
mas podem ser encontrados pelo método dos operadores: estes valores sao
semi-inteiros.

Resumindo, para um potencial esfericamente simétrico, 0 momento an-
gular total & dado por /(I + 1) 42, onde [ pode ser um numero inteiro
ou semi-inteiro. Os estados sdo degenerados: para cada estado de momento
angular total [, existem (2[ + 1) valores de L, com o mesmo valor da ener-
gia.

Autofuncoes de L2 e L,

Obtidos os autovalores de L? e L., pelo método de operadores, nossa tarefa
agora é determinar suas autofuncoes pelo mesmo método. Em primeiro
lugar, vamos especificar os operadores Ly em coordenadas esféricas. De
(4.20) é facil concluirmos que:

Ly = he*® (% + i cot 0%) (4.90)
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Substituindo-se agora esta expressio em (4.86), obtem-se!”

w0 . 0
LY, (0,0) = het®® <% + zcot98—¢> Y,:(0,0)=0 (4.91)

Podemos determinar, previamente, a dependéncia em ¢ de Y;;, isto &,
Y. (0,0) = €'?P}(0) [ver Eq.(4.16)]. Tendo feito isto, substituimos em
(4.91) e obtemos uma equagio para P} (6):

[
heil+1)e (%0(9) _ lcotHPll (9)) =0 (4.92)

para [ inteiro. Desta equagao

dP' (6
éw() = lcotf P} ()
/
dPll ) = lcotfdb
By (0)

ap6s integrar, obtem-se'®

In P} () = z/cotedo = [In (sen 6)

ou
P} (6) = sen' (4.93)

Podemos também gerar as outras autofungoes correspondentes ao mo-
mento total fi\/l (I + 1), com outros autovalores de L., pelas aplicagdes
sucessivas do operador L_ a Y} ;. Por exemplo!’

Yig1(0,¢) = L_Y,;(0,9)
= e (g —icot 9£> (eild’senle)

00 0¢
ou 5
Yii—1(6,9) = ett=1¢ <% + [ cot 9) (senlﬁ) (4.94)
Por outro lado, a identidade
0 1 d .
<% + 1l cot 0) f(0) = 3T [sen'd £ (0)] (4.95)

17Note que estamos designando Y, como Y, onde A = /I (I + 1), por comodidade.

18 Omitimos a constante de integracio, pois devemos obté-la da condi¢do de normal-
izagao em cada caso.

19Nesta equacdo, e nas demais, omitimos todas as constantes multiplicativas.
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vale para qualquer fungéo f (f), como podemos constatar. Assim sendo,

. 1 d
_ (-1 ) - @ l l
Yii-1(0,9) e {senle 7 (sen'd x sen 9)}
(4.96)

. 1
elt=1o { ~onld di (senQZQ) }

>

Para Y ;_o, temos

Yii2(0,0) = L_Y;;-1(0,9)

usando (4.95)

i(l— 1 d _ 1 d
Vi o(0,¢) = (729 <sen119@> <senl 1asen19d_ (sen2l9)>

(4.97)
; 1 d 1 d
i(l-2)¢ il @ 21
¢ (senllﬂ dG) (sen@ do (sen 9))

Introduzindo a varidvel 2 = cos — - = —senf-L = — (1 — 2?)
Substituindo-se nas Eqgs.(4.96) e (4.97), obtem-se

; 1 d
_ oy itene LA o
Yii-1(6,9) (1) e — (senﬁdx> sen”6

1 d

= (—=1) =9 _ =
(=De (1— xQ)(l—1)/2 dz

(1—22)" (4.98)
Da mesma forma

1 d?

_ 2 i(1-2)¢
Viea (0,0) = (—1)% 072 W@ (1

—22)" (4.99)

De um modo geral

1 &’

i i(l—j !
Yii-j (0,¢) = (—1) & wm@ (1-2%) (4.100)
Fazendo | — j = m (j =1 — m) obtemos
I—m _im 1 dl-m 1
Yim (0,0) = (=1)""e ¢(1 EpCTDER D (1-2?) (4.101)
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As fungoes Y., (6, ¢) sdo chamadas de harmonicos esféricos (ver secao
anterior). As fungoes

1 dl—m

o\ 1
(1 _ 372)m/2 d.’L'l7m (1 - )

sao chamados polinomios associados de Legendre. Exceto por uma con-
stante de normalizacao

Yim (0,6) = ™ P™ (0)

como vimos na secao anterior. As fun¢bes normalizadas sdo mostradas em
(4.70). Mais tarde voltaremos a discutir outros detalhes das solugdes an-
gulares. A seguir, discutiremos as solucoes da parte radial da equacdo de
Schrodinger para um potencial central.

4.3 Solucao da equacao radial

Nas secoes anteriores, discutimos os pontos comuns a todos os potenciais
com simetria esférica, resultando na solugao envolvendo as varidveis angu-
lares, Y}, (0, ¢) , da equagdo de Schrodinger, dada por (4.8), cuja solugdo
completa, obtida a partir da separagao das varidveis, envolve também uma
funcdo que depende da varidvel esférica r. Como vimos na Eq.(4.102), esta
equagao satisfaz a equacao radial, dada por

h? 1i(rgg)R(rH<M+V(T)_E>R(r):o (4.102)

C2mr2dr dr 2mir?

onde substituimos A = { (I + 1), obtido na segdo anterior.

E evidente que a equacio acima s6 pode ser resolvida, especificando-se
a forma do potencial V (r), embora nada nos impeca de fazermos algumas
conjecturas a respeito das solucoes que devemos esperar.

Inicialmente, vamos reescrever a Eq.(4.102), expandindo os operadores
diferenciais. Isto é:

<d2 +2i)R(T)2_m(V(r)+ME)R(T)—O (4.103)

drz ' rdr 2mr?
E conveniente introduzirmos a funcio
x(r)y=rR(r) (4.104)

em (4.103). Fazendo-se esta substituigdo, obtem-se

(d_2+ Qi) x(r) _2m (V<r)+ P+ 1) —E) XU) o (4.105)

dr2 ' rdr r h? 2mr? r
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Mas,

(32 - (). 32()

S QU ) QTS Yt QY %
r dr? r2 dr + r3 r2 dr
——
2 dx 2x
s ) W §
+ r2 dr r3
——
1d%y
T ordr? (4.106)
Logo,
1d?y = 2m RE(I+1)\ x(r)
—_—— —_— E— _— =
rdr?  R? ( Vi) 2mr2 ) r 0
o 2y 2 K211+ 1)
X | 2m +
e (rovo - =0 (4.107

Note que esta equagao é muito parecida com uma equacao em uma di-
mensao, exceto que o potencial V' (r) é alterado pela adi¢ao de uma barreira
centrifuga repulsiva, isto é:

RAL(1+1)
Vi(r)— rN=V({r)+ ——s—=
(1) = Ve (1) =V (1) + 5
e que a varidvel r nao toma valores negativos, como a varidvel x no caso
unidimensional, sendo seu dominio 0 < r < oo. Este fato tem como con-
sequéncia, devido a necessidade da fungdo de onda permanecer finita em
todo o dominio da varidvel r, a exigéncia de que

(4.108)

x(0)=0 (4.109)

o que de outra forma nos levaria a R (0) — oo, conforme Eq. (4.104).

Na realidade, esta condic¢do é quase sempre verificada na pratica, mesmo
para um campo que apresenta singularidade na origem, como é o caso do
dtomo de hidrogénio, que estudaremos mais tarde.

Primeiramente, vamos analisar as solucoes da equagao radial préximas
da origem (r — 0). Nestas?" circunstancias, podemos desprezar V (r) em
1
2

comparagao com o termo centrifugo (~ =) . Assim sendo, a Eq. (4.107)

reduz-se, nas proximidades da origem, a

Py l(l+1)x(r) —0, (r—0) (4.110)

dr? r2

20Estamos supondo, aqui, que os potenciais satisfacam, para r — 0, lim,_,o 72V (r) =
0, exceto para o caso particular do potencial Coulombiano,
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para estados com [ # 0. Supondo-se, para esse caso, solu¢oes do tipo
X (r) ~r? (4.111)

e substituindo-se em (4.110), encontra-se

[+1
5(571)7"5727—1(;2r )TS = 0
s(s—Dr 2 —1(1+D)r 2 = 0

. s(s—=1)—=1(l1-1)=0

que, resolvida para s nos d&

s=1+1
(4.112)
s=—1
A solugéo geral de (4.110) serd entao
x (r) = Artt! 4 Br~t (4.113)

Como [ > 0, a condigao (4.109) nos obriga a fazer B = 0, nesta solugao.
Logo, para todos os estados, com excecao daqueles com [ = 0, y (1) ~ ri+1
e, consequentemente, R (r) ~ r!, préximo da origem. A solucio que se
comporta desta maneira é conhecida como solucao regular, enquanto que a
outra, é a solucdo irreqular.2!
Para r grande, vamos considerar que o potencial se anule nessas condigoes
e a equacao radial se reduz a
d*x  2mFE

dr? h2

As solugoes desta equacao sdo do tipo oscilatéria ou exponenciais reais,

dependendo se F é positivo ou negativo, respectivamente. E evidente que

essas solucoes serao aceitdveis, fisicamente, se a condigao de normalizacao
for satisfeita, isto é:

/|u(r,6,¢)|d37‘ _ /oor2dr/dﬂR(rmm(e,¢)|2=1
0

2

- /Oor2 R (r)|? dr= l/dQ\Yl,m (0,0) =1
0

x(r)=0, (r— o) (4.114)

21 Para os estados | = 0, o potencial ndo pode ser desprezado quando fazemos r — 0,
e uma investigagdo em separado é necessdria para se obter o comportamento da fungao
de onda préximo da origem.
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Como jd vimos, [dQ Y, (6, #)|* = 1, restando portanto

/ 2R dr=1
0
ou

/OOO Ix (r)2dr =1 (4.115)

de modo que x (r) deve se anular para r — oo. Desta maneira, devemos
desprezar solugoes com exponenciais crescentes. Por exemplo, se estivermos

analisando o movimento para £ < 0 (E = —|E|) entdo, fazendo-se a
substituigao
2m |E)|
K2 = — = (4.116)

a solugao assintética aceitdvel serd da forma
X (r) ~e " " (4.117)

uma vez que a outra solugéo na Eq. (4.114), isto &, x (r) ~ e"", nao satisfaz
a condigdo de que x (0co0) = 0. Por outro lado, para E > 0 (E = |E|),
fazendo-se a substituicao

2m |E)|
k2 = 3 (4.118)
a solucdo serd combinacdo linear de e?*" e e~**", de tal modo que a combi-

nagao apropriada seja determinada pela exigéncia de que a solugao assin-
tética se una de modo continuo & solucao que é regular na origem.

Apés estas consideragoes iniciais sobre a natureza das solugoes da equacao
radial, analisaremos alguns problemas para os quais V (r) sao relativamente
simples.

4.3.1 A particula livre em trés Dimensodes: coordenadas
esféricas

Embora a equacao de Schrédinger para uma particula livre seja mais facil-
mente resolvida em coordenadas retangulares — cuja é prontamente sep-
aravel, dando como solucio u (r) = Ae’P*/" correspondentes a particula
com energia F/ = £— — podemos também considera-la como um caso partic-
ular de um potencial esfericamente simétrico, onde V (r) = 0, para todo r.
A equacgao de Schrodinger para a particula livre, expressa em coordenadas
esféricas polares, é obtida, fazendo-se V (r) = 0 em (4.8). Para a parte
radial, obtem-se de (4.107):

d*x (r) n (k2 _ M) X () =0 (4.119)

dr? r2

onde usamos (4.118), uma vez que s6 existem solugdes para E > 0.
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Como o sistema possui simetria esférica, o conjunto completo de solugoes
é da forma

x (r
u(r,0,0) =R(r)Y, ., (60,¢) = fn )Ylm 0,0) (4.120)
onde Y] ,, sao os harmonicos esféricos discutidos anteriormente. Resta-nos
portanto determinarmos as fungdes x () que sdo solucoes da Eq. (4.119).
Das discussoes iniciais desta segdo, devemos lembrar que as fungoes y (r)
devem satisfazer & condigao

x(r)—0, m—0 (4.121)

para que R (r) seja finito na origem. Uma mudanga de varidvel em (4.119)
r — p = kr resulta

d;pgp) N <1 _ Wp%”) x(p) =0 (4.122)

Como vimos anteriormente, a condigdo (4.121) implica num comporta-
mento de y da forma

x(r)~r
ou (4.123)

X (p) ~ p'™t

nas proximidades da origem.

Inicialmente vamos considerar o caso em que [ = 0. Rotulando conve-
nientemente a fungdo x — xj; como sugere a Eq. (4.119), encontra-se a
equagao satisfeita por xy o, isto ¢

2
% + kzX}g,o =0
cuja solugao regular na origem é
X0 = sen kr (4.124)
e a solugao irregular
Xk,0 = cos kr (4.125)
Para [ # 0, vamos supor uma solugao do tipo
Xig = 1wy (4.126)

Substituindo (4.126) em (4.119), mas antes calculando as derivadas,

d 14 l 141 Gy
_ — 1 +127k,0
— (r wk,l) (+1)r‘we, +r ar
& I+1 1—1 ld’wk’l I+1 d2wk’l
e (’I“ wk,l) = | (l + 1) T W+ 2 (l + 1) r _dT +r —dT2
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encontramos

dPw dw
I+1 k,l l k,l 2, .1+1 _
r e +2(l+1)r—dr +Er T wg =0

que, dividindo tudo por r'*1, obtem-se

dek,l n 2 (l =+ 1) dww
dr? T dr

Derivando esta equacao em relagao a r

+ k?wi; =0 (4.127)

dgwk)l 2 (l + 1) d2wk7l 2 2 (l + 1) dwk,l
3 T -+ k* — — =0
dr T dr T dr
e fazendo as substituicoes
dwy
ar T Wk, 1+1
d*wy, dwy
o = r d7"+1 —+ Wk, 1+1 (4128)
dBw,, r d*wy, 11 + 2dwk,1+1
dr3 dr? dr
encontramos
d? d 2(14+1 d
i gdueie o 200 (7" i +w1c,l+1)
2 2(1+1 N
+ (k - (—(TQ ))> ka’prl =0
ou

d2wk7l+1 2(l + 1) dwk,l_H
dr? r dr
Esta equagao ¢ exatamente igual & Eq. (4.127), quando fazemos [ — [+1.

Assim, as fungdes sucessivas wy,; estao relacionadas entre si, através da
relacao (4.128), isto &,

+ k*wy 141 =0 (4.129)

1 dwa
Wk,i+1 = —
+ r dr

E possivel entdo obter todas as wy,; a partir de wy g, como veremos a
seguir:

(4.130)

w o ldwk’o
k1= r dr

_ ldwg (1dN(1dY o (1d)°
W2 = r dr ~ \rdr rdr W0 = rdr Wk,

De um modo geral

l
1d
W1 = (F%) Wk,0 (4.131)
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onde usamos a notagao

1d\ 1d\/1d 1d
(;a) —”GZQS(W) (?%)“'(25) (4.132)

Usando (4.126) e (4.124) para a solugao regular, temos

_ Xk,
Xk,0 = TWk,0 — Wk,0 = —
ou
sen kr
W0 =
r
© l
1d sen kr
Wit = | ——
rdr T
De (4.124)
Xkl I+1
W, = = = X =T W
) k1l k1
ou

1d\' /senkr
_ 41l a
Xkt =T <7°d7°) < T >

de onde se obtem finalmente, usando R = X,

1d\' [/senkr
_ (-2
Rk’l(r)_r <rdr> < T )

que é a funcao radial, exceto por uma constante de normalizagao. Introduzindo-
se a varidvel p = kr, podemos escrever esta solugao sob a forma

Ry (p) = Aji(p) (4.133)

onde A é uma constante de normalizagéo e j; (p) sdo as fungoes esféricas
de Bessel de ordem I, dadas por

gi(p) = (=p)' (%dip)l (Sezp) (4.134)

Nesta definigao foi introduzido o fator (—l)l por questao de comodidade.
Por outro lado, se tivéssemos tomado a solugao irregular para [ = 0, isto
&, Xj,0 = COS kr/r, obterfamos uma solugéo do tipo

Ry (p) = By (p) (4.135)

onde 7, (p) sdo as fungdes esféricas de Neumann, que sdo irregulares na

origem, dadas por
l
)= (55) (2
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Algumas das fungoes j; e n; sao dadas abaixo:

o) = =22
Ji(p) = 258 — <L

J2(p) = (p—?’2 — %) senp — p%cosp

mo (p) = =3¢ (4.136)
m (p) = —%e - Se—;B

My (p) = — (p—:’; - %) cosp — p—?;senp

Para grandes distancias da origem, isto é, para p grande, serao impor-
tantes as combinagoes lineares dessas fungoes, da forma:

WY (o) = Gi(p)+im (p)
(4.137)

m o) = o) —im () = [ ()]

As fungoes h; sao conhecidas como fungoes esféricas de Hankel. Algumas
delas sao mostradas abaixo:

h (p) = &
iV (o) = - (1+4) (4.138)

WY o) =25 (143 - )

Para aplicagoes futuras, é importante considerarmos o comportamento
extremos dessas fungoes. Seja por exemplo o comportamento de j; (p) para
p — 0. Sabemos que

el 2n+1

n P
wnp=3" (1 £
— (2n+1)!
Logo,
ol i (—1)" " (4.139)
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De (4.139) e (4.134) tem-se

(1 d I oo p2n
] = (- -—— 1) = 4.140
30 =o' (Gip) SO Gy @)

Como estamos interessados para valores de p muito pequenos (r préximo
da origem), vamos aproximar a soma na expressio acima apenas por seu

termo de ordem mais baixa em p, isto é:

e 2n 1
;(*Dn (2rf)+ oi? 0 (1) (2/; 1)!
ou . l
gt (p) = (=p)' (%%) (—1)lﬁ (4.141)

Explicitando as derivadas tem-se

lees<1d><1d) <1d)2l
VZ —_—— —_—— ... [
pdp) \pdp pdp)”

'(l—p) vezes= <li> <li> (2ix2(1-1)x2(1-2)... ><2(l—p+1)p21—?9)

Para p = [, encontramos finalmente

!
1d
(——) PPl =2x4x6x...x20 =2
pdp
Substituindo este resultado em (4.141), obtem-se o comportamento de-
sejado, isto é,
!
: P
0—s—2*t
Ji(p)p— BCTEST
onde usamos a notacdo (21 + 1)1 =1 x 3 x5 x ... x (214 1). De forma
semelhante, para 7, (p) obtemos:

(4.142)

2 — )Nl
m(p)p—0— _(pTl) (4.143)
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Para pontos muito distantes da origem, isto é, para p — oo, o compor-
tamento assintético dessas fungoes podem também ser encontrado. Seja a
fungao j; (p) , dada por (4.134).

. ! 1d>(1d> <1d)<senp)
J = (- lvezes(—— —— | =
1(p) (=p) rIAVYT o ;
! 1 d) (1 d) <cosp senp)
= (—=p) (I1—1) vezes( —— | -+ | == —
(Zp) (1= 1) e b(/)dp pdp p? p?
. 1 d> (1 d) < senp 3cosp ?)senp)

—p) (1 —2) vezes| —— |-~ | = | | — - +
ey t=2) (p dp pdp p? pt p°

E claro que, quando p — co devemos manter apenas os termos de menor
poténcia de 1/p, que sdo as que mais contribuem; assim, podemos aproxi-
mar as expressoes acima para

3t (p) p = 00— (=p)! (L= 1) (%d%) (%d%) (p”)

ot n(32)(28) (i)

g1 (p) p— 00— (=p)' (1 - 2) Vezes(%di;) <%dip) (—Se;p>

= (-p)' (-2 Vezes<%dip) <%d%) (p—lgj—;senp) (4.144)

Assim sendo, o problema se reduz a derivarmos [ vezes a fungao sen p.
Logo

(,d%) sen p = cos p = sen (p — %)

2
(*d%) senp = —senp = sen (p — &) (4.145)

I
(*dip) senp = sen (p— )

De (4.144)
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e, assim,
1 l
Ji (p) p — co——sen ( — g) (4.146)
p
De maneira similar:
1 l
n; (p) p — co— — — cos ( — g) (4.147)
P

De (4.137) encontramos o comportamento assintético das fungdes de Han-
kel. Por exemplo:

Y R 1 iy i o,
1= Jz+zmp—>oo—>pben(p 2)  cos (p 2)
i Ir . Im
o (o) o (-5)
— (%) (4.148)
P

7

Voltando ao problema da particula livre, a solugao que é regular na
origem, como sabemos de (4.133), é dada por:

Rii(p) = A ji(p)

Usando a forma assintética para j; (Eq. (4.146)), e voltando as varidveis
originais, encontramos:

A . .
Rk,l (7,) ~ (ez(k"l“flﬂ'/Q) _ efz(krflw/2)> (4149)

que pode ser descrita como uma combinagao de ondas esféricas incidentes
e emegentes para p muito grande.

Como tltima observagao, devemos notar que nenhuma condigao foi im-
posta sobre as energias permitidas para a particula livre. Disto concluimos
que o espectro de energia para este caso, tal como no caso cldssico, é con-
tinuo, isto é, a particula pode ter qualquer energia no intervalo 0 < E < co.
As autofuncoes pertencentes a estes autovalores sao, como ja sabemos,

Uk (1,0, 0) = A ji (k) Yim (0, 9) (4.150)

onde A é uma constante de normalizacao. Essas autofuncoes tém degenerescén-
cia infinita.

4.8.2  FExpansao de ondas planas em harmonicos esféricos

As autofungoes regulares (4.150) da equagdo de Schrodinger para V = 0,
constituem um conjunto completo de fungoes, como pode ser demonstrado
facilmente. Da mesma forma, as solugoes dessa equagao em coordenadas
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retangulares constituem também um conjunto completo de autofungoes.
Desta maneira, temos dois conjuntos completos de autofungoes do Hamil-
toniano da particula livre: um, de ondas planas e’*T, e outro de ondas
estéricas j; (kr) Y, (8,¢), onde k = vV2mE/h. Estes dois conjuntos sao
equivalentes, de modo que deve ser possivel a expansao de um em termos
do outro. Para aplicagoes futuras, ¢ importante conhecermos determinar-
mos os coeficientes da expansao de ondas planas em termos dos harmonicos
esféricos, isto é:

™ = "1 i (k) Yim (0,9) (4.151)

lm

Por simplicidade, vamos considerar o vetor k na dire¢ao do eixo-z, isto

o0
etk = gikreost — Z a; §i (kr) P (cos ) (4.152)

1=0
Note que o primeiro termo desta equagao nao depende do angulo ¢, o que
significa que no segundo membro devemos tomar apenas Y; o = P, (cos0),
ndo havendo necessidade portanto da soma em m (s6 depende de m = 0).
Prosseguindo, devemos agora multiplicar ambos os membros da Eq. (4.152)
por Py (cos®), integra-los para todos os valores de cosf e usar a relagdo

de ortogonalidade desses polinomios (Eqs. (4.55) e (4.56)), ou seja:

1 o0 1
/ eFreos? P, (cos ) d(cosh) = Zal Ji (k?")/ Py (cos ) P (cosB) d(cosb)
1=0 1

1 — —

ou
1 ) 0o 9
k 0 _ .
/_1 el T COS B/ (COS 9) d(COSQ) == ;al Ji (k'l") m(lel.
Logo:
2+1 [,
a; g, (kr) = 2+l e*re Py (z) da (4.153)

~1
onde usamos cos f = z.
A integral em (4.153) pode ser feita por partes:

1 1 /. , 1t P,
/ elk:rmpl (l’) der = — (ezkr _ (71)1 efzkr) . / ezkrz d l(z) dz.

Y ikr ikr 1 dx

Para r grande, a integral no segundo membro pode ser desprezada, uma
vez que ela contém termos de ordem igual ou superior a 1/7? que con-
tribuem muito menos que o primeiro termo.

Assim, para r grande (r — 0o) podemos aproximar:

1 1
‘ 1 - : 2 l
/_1 e*re Py (z) dar — 00— (e”" —(=1)} e"’”) = k—;sen (kr - g
(4.154)
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Substituindo este resultado em (4.153) e usando o comportamento ass-
intético de j; (Eq.(4.146)) no primeiro membro daquela equagao, temos:

e entao
ap =14 (21 + 1) (4.155)

que sdo os coeficientes procurados para a expansao. Levando estes coefi-
cientes na equagao (4.152), temos a expansio para pontos muito distantes
da origem (r — o0), isto é:

eikrcos0 _ Zil (2[ + 1) 7l (k;'r) P (COS 9) (4156)
=0

Esta férmula serd muito ttil, principalmente quando tratarmos a teoria
de espalhamento.

4.4 Outros potenciais tridimensionais

4.4.1 Poco quadrado de potencial
Um pogo quadrado é um potencial central composto de duas partes con-
stantes, isto é:

Vo, r<a
Vi(r)= (4.157)
0, r>a

Para este potencial, a particula é livre dentro e fora do pogo e estd sujeita a
uma for¢a apenas na descontinuidade » = a. Temos dois casos para analisar:
estados ligados (E < 0) e solugdes do continuo (E > 0).

Estados ligados

Procuramos solugbes para o potencial (4.157), considerando energias neg-
ativas (veja figura abaixo). Em primeiro lugar vamos escrever a equagao
radial para este potencial (Eq. 4.103), onde temos

V(r)—E=-Vo+|E|, r<a

V(ir)-E=|E|, r<a
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A VD)

=

'1"'0

FIGURE 4.4.

Assim sendo, temos de (4.103)

dQR(T)+zdR(T)_Q_m(|E|_V'O_A'_M)R(T) = 0, (’I“<(l)

dr? rodr n? 2mr?
(4.158)
d*R(r) 2dR(r) 2m R2L(1+1)
2 T ar —ﬁQE'*W)R(” = 0, (0>a

para energias —Vp < E < 0.
Todos os resultados obtidos na se¢ao anterior serdo aplicados aqui. Como

sabemos, a solucao de (4.158) para r < a terd que ser uma solucao regular

na origem, uma vez que esta estd incluida no dominio de r. Introduzindo a

notacao

2m (Vo — 1B

ky = =

=k (4.159)
em (4.158), para r < a, obtém-se:

d*R (r) 2dR(r)
dr? r dr

T (kf+ s 1))R(r) ~0, (r<a)

cuja solugao, como ja vimos, é

R(r) = Aji(kir)

R(r)=Aj << W) 1") (4.160)

ou
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Por outro lado, para r > a, e fazendo

—2m|E . [2m|E )

ky = \/ h2| 22\/ hl |Em (4.161)
2m |E)|

K = 2

de (4.158) obtemos

d*R (1) 2dR(r)
dr? r dr

+ <k§ + l(l; D) R(r)=0, (r>a) (4.162)

Nao héd mais necessidade de que a solugao desta equacao seja regular na
origem, uma vez que o dominio de r nao a inclui, como no caso anterior.
Desta maneira, como vimos na se¢ao anterior, tanto as fungoes de Bessel,
quanto as de Neumann sao solugoes desta equagao. De um modo mais geral,
uma combinacao das duas serd a solugao procurada. Uma dessas combi-
nacoes resultam nas fungoes de Hankel. Agora precisamos ter cuidado, pois
estas fungbes devem se anular no infinito. De (4.148), sabemos que:

hl(l)r — 00— — 3ei(k“%)

p

h(2)

T — oo—>le_i<kr_l7w)

p
Como k = ko neste caso é imagindrio, devemos descartar a solu¢do com
as fungbes de Hankel de segunda espécie (hl(z)), pois esta nos levaria
numa exponencial crescente, resultando numa solucao que nao é fisicamente
aceitdvel.

Portanto, as solugoes de (4.162) sao:

R(r)=B hl(l) (kor) =B hl(l) ((i\/ 2W;LLE|> r) ., (r>a) (4.163)

E evidente da exigéncia da continuidade da funcdo de onda e de sua
derivada que as duas solugoes, fora e dentro do pogo, tém que concordar
em r = a. Isto pode ser traduzido pelas equagoes:

Aj (kyr)r =a=B hl(l) (kar)

e
. 1
qddi(kar) g (k)
dr dr
ou )
Akl d']l (klr)'r = a:BkQ dhl_(ké/r)

“d(kyr) d (kar)
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Dividindo a iltima equacao pela primeira, obtém-se uma condi¢ao equiva-
lente, isto é,

ky ( o ) =k | —— (4.164)
Ji (P) p=ki1a=ka hl( ) (p)

p=koa=ik

Esta condigao é védlida para todo nimero quantico orbital [ > 0. O caso
mais simples se verifica para [ = 0. Das defini¢bes de j; e h;, sabemos que

) sen p
o= == (p=kr)

(4.165)
ho = —Eeip, (p =ikr)

Substituindo este resultado em (4.164), obtemos para [ = 0

I kr coskr  sen kr T A T e
sen kr \ kr kr —. e KT KT —a
ou
1 1
<k cotg kr — —) = (n - —)
r r=a r r=a

kcotg ka = —k (4.166)

ou, finalmente,

que é formalmente idéntica a equagao obtida na discussao do pogo uni-
dimensional (solugoes impares). Da mesma forma que 14, aqui usaremos o
método grafico para resolver a equacao (4.166). Para isto, vamos introduzir
as seguintes notagoes:

y = ka
(4.167)
Y =ka
De (4.159) e (4.161) temos
2m (Vo — | E]) 2m ||
2 _ 2 _
k* = — e =T (4.168)
e, portanto
2mVya?
Y2 = = (4.169)

Por outro lado, de (4.166) e (4.167) obtemos

y cotgy = =Y (4.170)
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Ay

v oolg y= =Y

/

LS T 3in ".:
- > 2n y

FIGURE 4.5. Solugao gréfica para o problema do potencial quadrado em trés
dimensodes para o nimero quantico [ = 0.

As solugdes de (4.166) serdo entdo fornecidas pela intersecao dos grificos
representados por (4.169) e (4.170), construidos num sistema de coorde-
nadas cartesianas y — Y. Em primeiro lugar, devemos observar que a Eq.
(4.169) representa um circulo de raio R = 2mVpa?/h?, e (4.170) é, basica-
mente, a representagdo da fungdo cotangente. A figura abaixo representa
cada uma dessas duas fungdo para o nimero quantico orbital [ = 0.

Desta figura, observa-se que ndo ha nenhuma intersegdo entre as curvas
para 0 < R < 7, ou seja, para valores de Vpa? no intervalo 0 < Vpa? < %;
logo, nado existe nenhuma solugao (estado ligado) para o pogo, quando seu
parametro (V0a2) estd neste intervalo. Haverd apenas uma solugdo (um

: ™ 3 w2k 2 92k :
estadg ligado), quando.g <R < 5, ou, T < Vpa® < S, e assim
por diante. Desta andlise conclui-se que, o menor valor de V;, para que
haja pelo menos um estado ligado — isto é, para que a particula possa ser

”aprisionada” pelo potencial — é, como podemos deduzir,

mh?

—_— 4.171
8ma? ( )

VO,ml’n =

Para outros valores de [ # 0, a equagao transcendental resultante de
(4.164) é muito dificil de ser resolvida e, por isto, ndo a analisaremos aqui.
Deixaremos para exercicio, o caso do continuo (E > 0).
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4.4.2 O oscilador harménico tridimensional isotrdpico

Analisaremos agora um sistema constituido por uma particula sujeita a
uma forga dirigida para um centro fixo, que é proporcional & distancia da
particula a esse centro. Por questao de simplicidade, vamos considerar que
a constante de forga seja a mesma em qualquer direcao e que serd denotada
por 3. Disto resulta que a energia potencial da particula é dada por

Vir)= %W = %B (2> +y° + 2% (4.172)

que ¢ esfericamente simétrica. Este sistema, assim definido, é o que chamamos
de oscilador harmonico tridimensional isotrépico. No espacgo tridimensional,
esta funcao é representada por esferas concéntricas, uma para cada valor
do potencial V. Por exemplo, para um potencial V, o raio da esfera r ¢ dado

por r = /2V/p.

A equagao de Schrodinger para este sistema é, portanto,

n? 1
- 2mv2u (Ta 9, ¢) + §5T2 u (Ta 97 d)) =Lu (T7 07 ¢) . (4173)

Medindo-se as distancias em unidades de \/h/mw, isto é, fazendo-se uma

mudanca de varidveis??

R
r——r'er —r (4.174)
mw

onde w = /f/m, podemos reescrever (4.173) como

v2u (r,0,9) + (52 _ w2r2) w(r,0,¢) =0 (4.175)
onde
2F
= T (4.176)

Podemos reescrever a equagao (4.175) em coordenadas retangulares, onde
ela é facilmente separdvel em trés equagoes diferenciais ordindrias. Assim,
a solucao da equagao

Vu(z,y,2) + (62 —w? (2® + y* + 2%)) u(z,y,2) = 0

pode ser escrita como

u(z,y,2) =X (x) Y(y) Z(2) (4.177)

22Veja o caso do oscilador harménico unidimensional.
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que resulta, como se pode facilmente demonstrar, em equactes separadas
para as fungoes X (z), Y (y) e Z (2), isto &:

d*X (z)

X0 (o= X @) = 0 (4179
W) 4 e, Y ) - 0 (1179
%-}-(EZ—ZQ)Z@) _— (4.180)

onde as constantes €, €, e €, sao relacionadas por
Exteyte. =€ (4.181)

Cada uma das equagoes diferenciais (4.178)-(4.180) é uma equagao de
Schrodinger para o oscilador harmoénico simples unidimensional, para as
quais, as func¢bes de onda normalizadas ja foram vistas quando estudamos
o caso aquele problema. Assim, as solugoes fisicamente aceitdveis da forma
(4.177) sao obtidas desde que as constantes €., €, € €, obedecam as seguintes
condigoes

Er = 2n,+1
gy = 2ny+1 (4.182)
g, = 2n,+1

onde n,, ny € n, sdo nimeros inteiros positivos ou nulos. As correspon-
dentes funcoes de onda normalizadas sao

1 (mw
1

3/4 ,
- (— —mwr~/2h
27 ngln,In,t \ b ) € Hy, (ax) Hy, (ay) Hp, (az)

Ung,my,ns (ZE, Y, Z) =

(4.183)
escritas nas varidveis originais, onde o« = /mw/h. H, sdo os polindmios
de Hermite e

n=mng;+n,+n;, (n=0,1,2..). (4.184)
Das equagoes (4.181) e (4.176), obtem-se os autovalores correspondentes,
isto €

o % (2n, + 1) + (20, + 1) + (20, + 1))

ou

hw
E=7(2(n1+ny+nz)+3)
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e, finalmente,

E, = <n + ;) hew (4.185)

que depende apenas de um inteiro n. Para um dado n, existe um con-
junto de fungoes (4.183) correspondente a um conjunto de inteiros pos-
itivos (ng,ny,n,), que satisfazem a relacdo (4.184), todas essas funcoes
pertencentes a um mesmo autovalor E,. Os estados com energia F,, sao
portanto degenerados. Para calcular essa degenerescéncia, precisamos con-
hecer o nimero de maneiras que podemos combinar a triade (ng,ny,n.)
tal que se obtenha um numero dado n. Por exemplo, para n = 0, sé existe
uma possibilidade de se combinar os nimeros (positivos) ng, n, e n,, que
correspode, evidentemente, a n, = n, = n, = 0. Por isto, o estado ug.g.0 &
nao-degenerado.

Para n = 1, existem trés possibilidades, enquanto que, para n = 2, as
possibilidades sdo seis (veja tabela abaixo).

n="Ng+ Ny +n, n

3
<

3
©

unz,ny,nz
U1,0,0
U0,1,0
U0,0,1
U2,0,0
up,2,0
Uo,0,2
U1,1,0
U1,0,1
Uo,1,1

1

O~ = OO N OB
— O, OoONOlo~O
—__oN O oo o

Para um valor genérico de n e para um dado valor fixo de n, = j, por
exemplo, j variando de 0 an (j =0,1,..,n), tem-se que ny, +n, =n — j.
Entao, para cada valor particular de n, = j, precisamos calcular de quantas
maneiras podemos somar dois nimeros n, e n, para obter n,+n, = n—j.
A tabela a seguir vai nos ajudar nesta tarefa.

Ny + Ny Ny Ny
0 n—j
1 n—j—1
n—j 2 n—j3—2
n—j 0

Verificando a coluna correspondente a n, (ou n.) encontramos que 0 <
(ny oun;) <n—j, o quesignifica que podemos atribuir (n — j + 1) valores
a ny (ou a n;), e isto nos dd o nimero de possibilidades para a soma
ny +n, =n—j. Ora, como 0 < j < n, para calcularmos o nimero total de
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possiblidades para que n; + ny +n, = n, devemos fazer a seguinte soma:

n n
(nmimero de possibilidade para que ny, +n, =n—j) = Z (n—7-1)
=0 7=0

J

Mas,

n

dln—j-D)=m+D+{m) +nm-1)+---(1),

Jj=0
que, na verdade, é a soma de uma P.A. de razdo 1 com n + 1 termos, cujo
primeiro vale a; = 1 e o ultimo, a,, = n + 1. Disto resulta,

n

Z(n—j_l):((nﬂ)ﬂ)xg
(- 1) - (n+1)2(n+2).

Entao, o grau de degenerescéncia, g,, para o estado com energia F,, ou
seja, o nimero de estados degenerados com a mesma energia F,,, é dado
por

gn = % n+1)(n+2) (4.186)

O oscilador harmoénico tridimensional pode também ser resolvido em
coordenadas esféricas. Devido o potencial dado na equagao (4.172) possuir
simetria esférica, as solugoes da equacao de Schridinger, como jé sabemos,
é da forma

w(r,0,6) = R(r) Yim (8, 9) (4.187)

onde Y} ., (0, ¢) séo os jd conhecidos harménicos esféricos discutidos anteri-
ormente, e R (r) sdo fungdes que devem satisfazer a equagao radial (4.103),
isto é:

d*R(r)  2dR(r) _ 2m

N 2m R2(1+1)
dr? r dr h?

2mr?

(%gﬁ + - E) R(r)=0, (4.188)

onde jd substituimos o potencial do oscilador. Usando as varidveis adimen-
sionais definidas em (4.176), podemos reescrever a equagao radial como

d*R (r) +2dR(r) N (5— o L(1+1)

r“————|R(r)=0. 4.189
dr? r dr r ) (r) ( )
Esta tltima equacao pode ser resolvida pelo método de série de poténcias
(método de Frobenius). Antes, porém, é importante pesquisarmos o com-
portamento assintético de R (r). Assim, quando r — oo, vemos de (4.189)
que, além do primeiro termo, o outro termo que mais contribui é o que
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contém 72, enquando que os demais podem ser desprezados neste limite.
Logo, para r — oo, podemos escrever a forma assintética da equagoa radial
como
d*R (1)
dr?
que tem uma solucao aproximada R ~ e /2, Portanto, esperamos que a
Eq. (4.189) tenha uma solugao do tipo

—r*R(r) =0,

R(r)= e 2y (r) (4.190)

onde a funcdo w (r) satisfaz um equagdo diferencial, obtida da substituicao
de (4.190) diretamente em (4.189), cujas derivadas sdo dadas por

R = "2 (w' —rw)
R// _ e_r2/2 |:w// _ 27"’LU/ + (TQ _ 1) w:| ,
donde obtém-se
d*w (r) 2 dw (r) It+1)
- —2 —3 - . 4.191
dr? +(7" T) dr +[€ 3 r2 }w(r) (4.191)

Supondo-se agora uma solucao em série de poténcia para esta equacao,
da forma

w(r) = Zaj It (ag #0) (4.192)
§=0

e, sabendo-se que

j=0
obtém-se de (4.191)

> ; 2 - ; 1
S G+8)(+s—1)a r]+s—2+(; - 2r) S+ 5)aj rﬁ+s—1+<e PG )
j=0 =0

(G+s)(+s—1)a; rj+s_2—|-22 (j+s)a, rj+s_2—22 (j+s)a;rite+
=0 =0

gkl

<
I
o

o0 o0
+(6—3)Zajrj+s —l(l—l—l)Zajerrs’2 =0.
=0 =0
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Reagrupando os termos de mesma poténcia em r, temos:

Z G+s)G+s—1D+2G+s) —1(+1)]ajr/ T2+
7=0

+Y [e=3-2(j+9)]a;r " =0. (4.193)
=0

Como isto representa uma identidade, os coeficientes de cada poténcia de r
devem se anular individualmente. Por exemplo, o termo de menor poténcia
em 7 que aparece nesta equacdo é r°~2, para j = 0 e s6 aparece na primeira
soma. Como cada coeficiente+ tem que se anular individualmente, tem-se,
para o termo da primeira soma com j = 0,

[s(s+1)+2s—1(l+1)] ap =0.

Mas, por definigdo ag # 0, entdo obtemos a equacgao indicial (apés re-
duzirmos os termos semelhantes)

s(s+1)—1(+1)=0, (4.194)
cujas solugoes sao:
l
5= (4.195)
—(l+1)
Devemos desprezar a solu¢ao com s = — (I + 1), uma vez que o termo

de mais baixa ordem na série, isto ¢, agr~ (1), diverge na origem. Assim
procedendo, tomaremos as solugoes apenas com s = [.

Por outro lado, os demais coeficientes de cada poténcia de r na Eq.
(4.193) devem também se anular um a um. Para melhor identificagao desses
coeficientes, vamos fazer a substituicdo 7 — j’ 4+ 2 na primeira soma em
(4.193), do que se obtém

o0

DI s+ Fs+ D420 + 542~ LT+ D]agaar ot

ji=—2

(oo}
+3 e=3-2(j +8)]a;ri T =0,
J=0

Olhando para a primeira soma nesta equagdo, vé-se que o termo entre
colchetes, para j' = —2, resulta identicamente nulo, e para j' = —1, que
corresponde ao coeficiente de r°~!, deve também se anular, o que corre-
sponde a fazermos aj 4o = a; = 0. Para os demais termos na primeira
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soma, a partir do valor de j/ = 0, podemos substituir?® j' — j, e assim
podemos reescrever a ttlima equagao como:

SHG+s+2) (G +s+D)+2(+5+2) — 11+ D]aja+e—3-2(+5)]a} 7 =0
j=0

Logo, todos os coeficientes de r71* deverao se anular, do que se obtém
(G+s+2)(G+s+1)+2G+s+2)—1(1+1)]ajpatle—3—2( +s)]a; =0
ou

‘ __{ e—3-2(j+s)
G2 T st rst)+2(j+s+2) —1(+1)

] aj (4.196)

que ¢é a férmula de recorréncia, que possibilita obtermos todos os termos
da série, a partir de um dado a;. Usando-se agora a solugdo da equacao
indicial, que é pertinente ao caso, isto é s = [, obtemos a seguinte equacao
de recorréncia especifica para o nosso problema:

. __[ e—2(i+10) -3 ] |
GGG+ D) 120G +1+2) —1(+1)] "

ou

e—2(j+1)—3 } j (4197)

aj“_[(j+l+2)(j+z+3)—za+1)

Esta tdltima relacao, permite-nos averiguar a questao da convergéncia da
série (4.192). Assim, para j muito grande, obtem-se a seguinte relagao entre
os coeficientes da série

Qj42 .
J__j — co==,
a;

0 que mostre que a série diverge para r — 0o, uma vez que a razao entre
dois termos consecutivos da série, para j — oo, se comporta como
+2
aj+2 7”]+ . 2 2
—j — 00—=T“T — 00—00.
a; i
De fato, o comportamento assintético desta série é semelhante ao da série
~ 2 ~
da funcao e€”, conforme podemos mostrar da expansao

oo o0 2
r2 2p _ rP _ 1
e = Agp T = —', A2p = —'
p=0 =0 ¥ P

23Como estamos somando sobre tal indice, o resultado obtido nio dependers desse
indice; isto €, j/ ¢ o que comumente chamamos de um ndice mudo.
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e, consequentemente,

a2p 42 p! 1
—/p 0 ——— = —

Qa2p p+1)! p

que concorda com (?7?), para j par, como é aquele caso. Este comporta-
mento para w (r) ¢é fisicamente inaceitdavel, pois esta fungao divergiria para
r — oo. Tal divergéncia pode ser extraida, cortando a série num termo
finito 5 = k (k, sendo um inteiro par). Isto pode ser obtido, fazendo-se
todos os coeficientes a; para j > k identicamente nulos. Supondo-se que ay,
seja o tultimo termo ndo-nulo de nossa série, da Eq. (4.197) obtém-se

appa=0=c—2(k+1)—-3=0

ou
Ekl = 2(k+1)+3 (4.198)

Mas, €1, depende apenas da soma
E+l=n,((k=0,2,4,..), (1=0,1,2,..)). (4.199)
Logo, podemos escrever
€l =En =2n+ 3. (4.200)

Como dissemos, k ¢ um nimero par positivo e I, qualquer inteiro positivo;
logo, n serd qualquer inteiro positivo.
As Egs. (4.200) e (4.176) nos fornecem os autovalores do oscilador:

E, = <n + g) fw, (n=0,1,2,...) (4.201)

como antes (Eq. (4.185)). As autofungoes correspondentes sao:

Un b (7, 0,0) = €7 /2wy (r) Yim (6,0), (I<n) (4.202)
onde _
wat (M) = > a; 17" (ag11=0) (4.203)
j=0,2,4,...k

¢ um polindémio em r de grau n = k + .24

Vamos agora determinar o grau de degenerescéncia dos autoestados.
Podemos ver imediatamente que eles sao degenerados, pois as energias sé
dependem do nimero quantico n (= k +1). Assim, para cada valor de [
existem 2/ + 1 autofuncoes com enerigia F,,, correspondentes aos possiveis
valores do nimero quéantico magnético m. Por outro lado, fixando-se um

24Note que n e I tém a mesma paridade, isto é, se n for par, | serd também par, etc.
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valor de ne variando-se o valor de k, [ pode ainda ter varios valores. Por
exemplo, dado o valor n = ng, existem diversas possibilidades para os pares
de nimero (k,1) satisfazerem a igualdade k + [ = ng, ou seja,?’

(k, 1) = (0,m0),(2,n0—2),---(no,0), se ng = par
(k,1) = (0,m0),(2,m0—2),--+(no—1,1), seng=impar

Assim, o grau de degenerescéncia para os estados pertencentes aos auto-
valores F,, é:

gn = Z (2l+1), (sen=par),
1=0,2,...,n

ou

gn = Z (2l+1), (se n=impar).
1=1,3,....n

No primeiro caso (n par) fazendo | = 2p :

n/2
gn:Z(4p+1):1+5+9+---(2n+1), (se n = par)
p=0
cuja soma é

1
Gn = §(n+1)(n+2), (n = par).
No outro caso (n impar), fazendo [ = 2p + 1

(n-1)/2
gn = Z (4p+3)=3+T7T+11+---(2n+1), (se n = {mpar)
p=0
ou .
gnzi(n+1)(n+2), (n = {fmpar) .

Ou seja, qualquer que seja a paridade de n, o grau de degenerescéncia
serd dado por

gn:%(n—l—l)(n—&—Q)

0 que concorda com o resultado obtido anteriormente.

Voltemos agora as solugbes polinomiais wy, ; () da Eq. (4.203). Sabemos
que tais fungoes sao solugbes da Eq. (4.191) com € —3 = 2n (cf. Eq. 4.200)),
isto é:

Po) | (2_5) 20 [y, 4D

dr? r r r

} w(r) =0. (4.204)

25N#o esqueca que n e | tém a mesma paridade.
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Por outro lado, a Eq. (4.203) nos mostra que essas fungoes sdo da forma
Wy, (r) =711 a;rd, isto é, podemos escrevé-la como

Wny (1) = r'vn (r) (4.205)

onde v, ; (1) € um polinémio de grau n — [ na varidvel r, como facilmente
se pode deduzir. Agora faremos uma nova mudanca de varidvel

t=r? (4.206)

para reduzirmos a Eq. (4.204) a uma forma mais conhecida. Em termos
desta nova varidvel, temos:

d d
— —9l/2 2
dr dt
(4.207)
d? d? d
iy IR, Yl
a2~ Mty
e, entao:
dw ; dv
e iy2 —1/2 9p1/24Y
ar t (lt v+ 2t dt)
(4.208)

dPw . d?v dv
aw L2 av av _ 1
72 =t (4tdt2 +2(2041) 7 +(I1+1) =20t v)

onde v = v (¢). Substituindo-se estas expressdes em (4.204), obtém-se a
equagdo que deve ser satisfeita pela fungao v(t), isto é:

d*v 3 dv 1
t— l+-—t)—=+=-(n—-0Dv=0 4.209
dt2+<+2 >dt+2(n Jv=0, ( )

onde p = (n —1) /2 é o grau do polinémio v na varidvel ¢.26

A Eq. (4.209) é um caso especial da equacao diferencial satisfeita pe-
los chamados polinémios associados de Laguerre. Como encontramos na

literatura,?” a equacao mais geral para esses polindmios ¢
d*v dv
t— —14+t)— =0 4.210
dt2+(o¢ +)dt+pv ( )

onde p é um inteiro e a > —1. Pode-se mostrar que a solugao desta equacao
é

v (t) =Ly () (4.211)
onde Ly (t) s@o os polindomios associados de Laguerre de grau p e de ordem
a. Para referéncia futura, daremos a seguir algumas propriedades desses
polinémios.?”

26 Observe que p é sempre um nimero inteiro, pois ambos, n e [ tém a mesma paridade,
sendo par, a diferenga entre eles.
27Veja, por exemplo, Gradshteyn and Ryzhik: Table of Integrals, Series and Products.
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Propriedades dos polindmios associados de Laguerre Ly (t)

Definicao

onde Cg =

Lo _ 1 ttfoz dar 7ttp+o¢
D (t) - ; € ﬁ (6 )
p . I
- Z (-1’ C¥ ;ﬁ, (4.212)

7=0

r 1
(p+1) e I'(s) é a funcdo gama que serd definida

P+ (p—qg+1)

mais adiante. Para o« =0

L) (t) =Ly (t), (4.213)

onde L, (t) sdo os polindmios de Laguerre.

Relagdes funcionais

d

I'E[”

Ly (8) = Ly (0)] = Ly (¢)

d o
2. — L& (t) = —Lot (1)

dt?

3. 4213 () = pLY (1)~ (p+ @) Ly (6) = (p+ 1) L1 (1) — (p+ o+ 1~ £) LS (1)

dt P

p

4 tLgt () = (p+a+ 1)Ly (t) — (p+ 1) Ly, () = (p+ ) Ly, (t) — (p — t) LY ()

5. Lo~ (t) = Lg (t) — Lg 4 (t)

6. (p+1) Ly, (1) —2p+a+1—t)Ly({t)+(p+a)ly  (t)=0
(4.214)
Relagao de ortogonalidade
0, sep#p
[ee]
—tia T (3 _
/0 LT Ly W d =3 10 )
— g er=p
onde T' (q) é a fungdo gama definida por:
L'(g+1)= / tle~tdt = qI' (q) . (4.216)
0

Se ¢ for um mimero inteiro, entao

I'(¢+1)=¢q' (¢ =ntmero inteiro) . (4.217)
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De um modo geral,
1 2qg — !
r (q + 5) = %ﬁ, (¢ = ntimero inteiro) . (4.218)

Por exemplo, T'(1) = 1, T'(1/2) = /7, etc.
Casos especiais de LS (t)

1L Lg(t)=1

3. L3 (0) = C7, .,
g0 = 17 (5) 29
5. Ly(t)=1—1

t2

6. Ly(t) =1—2t+

Apés estas observagbes sobre as propriedades dos polindomios de La-
guerre, voltemos ao problema do oscilador. Como j& vimos, a equagao do
oscilador é um caso especial da equagao de Laguerre; entao, comparando-se
as equagoes (4.209) e (4.210), concluimos que

1
a = l+§
p = %(n—l)

lembrando que p é sempre um inteiro, uma vez que n e [ tém a mesma
paridade. Logo,
T
Un,l (t) = Lp (t).
Assim sendo, as autofungoes do oscilador em coordenadas esféricas sao da
forma

Un,1m (1,0, 0) = N e /2 ('yr)l L;H/Q (727“2) Yim (0, 0) (4.220)
onde N é uma constante de normalizacdo,?® obtida a partir de (??) e v =

[mw
o Na tabela abaixo, mostramos alguns polindémios de Laguerre do

1
tipo L;H/ 2 para o oscilador harmonico, onde p = 3 (n—=1).

28 Lembre-se que os Y} m jé sdo normalizados.
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n|t|p| L p=%(n—l)
0ojofo]Ly* =1
1{1|o|Ly?=1
201 Lf/Q:g—t
20| Ly?=1
3011 L?/Q:gft
3|0 Li?=1
4102 L§/2:§—2t+%t2
2|1 Li’/2_§t
4 L* =1
5 2 L3/2:§—;t+%t2
301 LI/inft
510 L7 =1
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No préoximo capitulo, estudaremos o dtomo de hidrogénio, que é um dos
problemas mais importantes da aplicagao da teoria quéantica.
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D

O atomo de hidrogénio

Como temos dito vérias vezes, o objetivo fundamental da mecénica quan-
tica é determinar as propriedade de sistemas microscépicos. Nos sistemas
macroscopicos, isto é, sistemas cujas dimensoes sao muito maiores do que
uma dimensao caracteristica (e.g., o comprimento de onda de de Broglie)
as propriedades ondulatérias das particulas nao se manifestam de forma
proeminente, sendo vilida, nesses casos, a mecanica cldssica.

Dentre os sistemas microscépicos, o &tomo de hidrogénio é, sem divida, o
mais importante. Tal sistema, um dos mais simples da natureza, é formado,
como sabemos, por duas particulas, o elétron e o préton, que interagem
entre si via potencial atrativo do tipo Coulomb.

Com o objetivo de discutirmos as propriedades do dtomo de hidrogénio,
faremos, em primeiro lugar, algumas consideragoes sobre a descricdo de
sistemas quanticos de duas particulas.

5.1 Sistema de duas particulas

Até agora, s6 estudamos sistemas de apenas uma particula, descritos por
uma fungao de onda W (r,t), a partir da qual construimos a quantidade
|W (r,t)|* dr que, com base na interpretacio de Born nos d4 a probabilidade
de encontrarmos a particula num volume dr em torno do ponto r num
instante ¢.

Em se tratando de um sistema de duas particulas, a funcao de onda
que obtemos como solugao da equagao de Schrodinger deve, naturalmente,



182 5. O dtomo de hidrogénio

depender de duas varidveis vetoriais ry e ro, correspondentes as posigoes das
particulas 1 e 2, respectivamente:! W (r1,12,%) . A quantidade |¥ (r1, ra, t)|2 dridrs,
como no caso de uma particula, representa a probabilidade de encontrarmos

as particulas 1 e 2 num volume dr; e drs em torno das posicoes r; e ry das
respectivas particulas. Esta é uma generalizagao da interpretacao de Born

para sistemas com mais de uma particula. Do que foi visto, é fundamental,
portanto, que determinemos as fungbes W (ry,ro,t); em muitos casos, na
verdade, esta é uma tarefa muito dificil, uma vez que tais fungoes resultam

de solugoes de equagoes diferenciais muito complicadas.

Apenas nos antecipando a alguns calculos, podemos dizer que casos rela-
tivamente simples ocorrem, quando estamos lidando com sistemas que sao
redutiveis a vdrios sistemas independentes de uma particula, como é o caso
do datomo de hidrogénio.

Para fixarmos idéia, considere dois sistemas independentes de uma particula
(sistemas 1 e 2) cada um consistindo numa tunica particula movendo-se
no seu préprio campo de forca. As fungoes de onda do dois sistemas séo

Uy (r1,t) e Wy (ra,t) e os operadores Hamiltonianos correspondentes séo
2 2

. I3 - I
H, = _Q_Tnlv% +Vi(r)) e Hy = _Q—Tnlvg + V5 (r2), onde V; opera so-

mente nas varidveis r;. Se 1), e ¥, sao autofungoes de energia, entao

Hyp, = En,
(5.1)
Hypy = By
e, portanto, a funcao
v (1‘1, Iro, t) = \1’1 (I‘1,t) \IJQ. (I‘Q,t) (52)
satisfaz a equacao
HU (r),ry,t) = EV (r,r0,t) (5.3)
onde
H = H +H
(5.4)
E = E +E

A interpretagdo da Eq. (5.3) é clara: a funcao (5.2) descreve as particulas
1 e 2, considerando-as com parte de um tnico sistema; ela é uma autofungao

10s casos que trataremos aqui relacionam-se apenas com particulas que, por alguma
propriedade possam ser distinguidas uma da outra. Por exemplo, particulas com massas
diferentes. Os casos de particulas idénticas serdao estudadas mais adiante.
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do Hamiltoniano total dos sistemas combinados. Entretanto, como supuse-
mos que os dois sistemas eram independentes, a probabilidade para que as
particulas 1 e 2 estejam, no mesmo instante ¢, em r; e ro, respectivamente,
é o produto das probabilidades individuais, isto é,

|y (r,8)]? dry x| Uy, (rg,t)] 2dry = |0 (rq, 19, 1)) dridrs (5.5)

Estas observages podem ser facilmente generalizadas para sistemas com
mais de duas particulas.

5.2 Estados ligados do 4tomo de hidrogénio
(E <0)

O Hamiltoniano do 4tomo de hidrogénio, como ja vimos, é dado por

2 2 2

3 P1 b2 €
H= — 5.6
2m1 + 2m2 ‘I‘l — I'2| ( )

onde os {ndices 1 e 2 indicam o elétron e o préton, respectivamente.

E bem conhecido da mecanica cldssica que um sistema de duas particulas
pode ser reduzido a dois sistemas equivalentes de uma particula, nos quais
o movimento do centro de massa e o movimento relativo sao tratados sep-
aradamente. Em mecénica quantica isso também ¢é possivel, como veremos
a seguir.

Seja W (ri,ro,t) = e “F/") (r1,ry), onde a funcio ¢ (rq,rs) & solucio
da equcao de Schrodinger independente do tempo

N o _, h* _, e?
H(r,ry) = <—2—mlv1—2—m2 2—m>¢(1‘17r2)
= E¢(ri,rs) (5.7)

onde F ¢ a energia total do sistema.
A separagao do problema é conseguida através de uma mudanga de var-
idveis (ry,r2) — (r,R), como no caso clédssico, onde

_ myri + maory

R (5.8)

mi4Mma

é o vetor posicao do centro de massa (CM), cujas componentes sio R = (X, Y, Z),
e

r=r;—ry (5.9)

é a posicao relativa entre o elétron e o préton, cujas componentes sao
r=(z,y,2).
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Em termos destas novas varidveis, temos

rr = R+ —r
my
r, = R+ Hy
mo
onde = M2 4 o massa reduzida do sistema.
mi + mo
Para as derivadas parciais de 1), encontramos, com o auxilio de (5.8) e
(5.9):
ou _ 0X v 0s 0w
dry ~ Or10X Oz Ox
_ m o Y
o mi+me ) 0X Oz’
e
ou _ 0X v 0s 0w
drs ~ Oxe X = Oxs Ox
_ (me2 \Ov 09
o mi+me ) 0X Oz’
e assim por diante. Entao
- 0 0 0
YIS A W
VI 131‘1 +‘]8y1 + 821
(e O 9N s ((m O 9
o mi+mo ) 0X = Ox J mi1+me ) 0Y Oy
mq . 0 . 0 0 . 0 . 0
(ml +m2> (‘aX oy * az) * (lax gyt
ou . . .
V=L VRr+V
mo
Da mesma forma . . .
Vo= L VR -V
my
onde
= .0 .0 0
Ve = lox Moy T*az
= 0 0
_ 399 9
Vo= g, T, Ty

1

A (Creer

9
0z

(5.10)

(5.11)

(5.12)

)

(5.13)

(5.14)

(5.15)
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Para os operadores laplacianos, obtem-se

185

v o= el—<iﬁR+ﬁ>.<ieRw>
mo mo
5 AT
= 2v§+v2+2<—>vR~v
2 ma
e
Vo= e fam (L9 (LT -7)
mi mi
s e <
= SVi+V? 2(—)VR-V
1 mi
e, entao
R (1 L oo (1 (s 2 e @
D= _— - (= DY e ) _
(i) - 3 (v (3 ue9)
R T 2 g o
- (i (w2 (5 99))
_ _h_2< p 1 > 2
2 \mg(m1+ma)  mq(mi+ms) R
,h_2 <L L) V2
2 mi mo
= - - — 5.16
2 (my + mo) R 24 ( )
Com este resultado, podemos reescrever a equagao de Schrédinger (5.7)
na forma
P e R) - EveRr) - SoR) - Bo@R)
2(m1 +m2) R T 2,u T r T o T

onde r = |r; —rof.
Como se pode observar, o operador do lado direito

(5.17)

da Eq. (5.17) pode

ser escrito como a soma de dois operadores independentes e, de acordo com

(5.2)
¥ (r,R)=¢(R) u(r)

¢ a solugdo daquela equagdo. Substituindo-se (5.18) em
equagoes

h2
2 (m1 +mg)

V&o (R) = Er ¢ (R)

(5.18)
(5.17), obtem-se as

(5.19)
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R, e?
_Zv u(r) = —u(r) = B u(r) (5.20)

onde E = Ei + FE,. A equagao para ¢ (R) tem a solucgdo geral
¢(R) =Ce PR/ (5.21)

onde C' é uma constante e P é um vetor (constante) de dire¢ao arbitréria;
o médulo de P vale
P=/2 (m1 +m2) Eg (522)

A fungéo ¢ (R) representa o movimento do centro de massa do sistema,

que é andlogo ao de uma particula de massa M = mj + mqy e energia
2

FEr= BT Esta funcao descreve ondas planas, indicando que o movimento

do CM é o mesmo que de uma particula livre. Isto corresponde ao resultado
cldssico de que o centro de massa move-se em linha reta com velocidade
constante (na auséncia de forgas externas ao sistema, como é o caso que
estamos analisando).

A Eq. (5.20) para o movimento relativo é a equagao de Schrodinger para
uma particula equivalente tendo a massa igual ao valor da massa reduzida
do sistema e movendo-se num campo central fixo, V (r) = —e?/r. A energia
do movimento relativo, F,., é determinada como o autovalor deste problema
de uma particula equivalente. para resolver esta equacao, é conveniente
introduzirmos a varidvel adimensional

s |E\ "
p= (T r=pr (5.23)
e o parametro
l},€4 1/2

A= —F—= 5.24
(afer) 20
Como V (r) = —e?/r é um potencial central, entdo a solu¢do da equacio

de Schridinger pode ser escrita na forma
u(r) = R(r) Yim (r.0) (5.25)

onde a fungéo radial R (r) satisfaz a equagao

’R(r)  2dR(r) 2m (I(+1)K* &
dr? rodr n?

- E) R(r)=0. (5.26)

2mr? r

Em termos da varidvel p, uma vez que

d d
x = P4
@ d

a2 dp?
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tem-se

2 @R 28°dR _2m (1(+ DR e’
dp? p dp h?

~E|R=0
2mp? p >

ou

2
d*R  2dR l(l+1)R+<>\ 1>R_0 5.27)

a2 " pdp P2 p 4
onde R = R(p). Esta equagdo pode ser resolvida pelo método de série
de poténcia; antes, porém, vamos extrair o comportamento assintético da
funcdo R (p). Para p muito grande, a equagao torna-se

d’R 1

— ——-R=0

dp 4
cujas solucbes sdo do tipo R ~ e*/2. Como estamos interessados em
solucoes que nao divirjam para p — co, o comportamento assintético para
essas solucoes é do tipo R ~ e */2. Isto sugere que as solucdes de (5.27)
sejam da forma

R(p) = e ""w(p) (5.28)

Substituindo-se esta fungao em (5.27), obtem-se uma equacao para w (p) ,

ou seja,
d*w ( 2>dw ()\—1 l(l+1))
cw oz tw, (AT w=0. 5.29

dp? p) dp p p? (529

Vamos considerar que w seja representada por um série de poténcia da
forma

oo
w(p)=p°Y a;p’, (a0 #0) (5.30)
j=0
e substituimos este resultado na equagao anterior. Disto resulta

DG+ G+s—Da P> (G +s)a P42 (4 8) a0

j=0 j=0 j=0

A=Y a1+ D) Y e =0
§=0 §=0
Reagrupando os termos de mesma poténcia, obtém-se

Z[(j+5)(j+8—1)+2(j+8)—l(l+1)]ajpi+s—2+

2 (=1 =G +s)ap ™ =0 (5.31)
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O termo de menor poténcia aparece para j = 0 na primeira soma da
equagao acima; igualando a zero o coeficiente deste termo, encontra-se

[s(s=1)+2s—1(l+1)]a=0
Como ag # 0, por defini¢do, encontra-se as solugdes para a equacao indicial
s(s—=1)+2s—=1(I+1)=0

que sao
l

—(1+1)

Nos interessa apenas a solugao s = [, por razoes ja citadas anteriormente.
Substituindo-se este valor de s = [ em (5.31) e igualando a zero os coefi-
cientes das demais poténcias, obtem-se a férmula de recorréncia

(G+DG+HI+D)+2G+1+1) -1+ D]ajp1=—A=1—j—1]a,
ou
a]‘+1:7 A—l—]—l
a; =U+HI+D)GHI+2)G+DG+HI+FD)+2(G+1I+1) —1(1+1)
(5.32)

No limite j — oo

i1 1

aj ¥
e

T

T} ki

que tem o comportamento idéntico ao da expansao da funcgéo e e, portanto,
diverge para p — oo. Como nos casos jd tratados anteriormente, devemos
portanto cortar a série para um valor finito j = k > 0. Neste caso, todos
os coeficientes das poténcias p/, para j > k, serdo nulos, isto ¢, ary; =
ap+2 = -+ = 0. Disto seguem-se as condi¢oes dos autovalores

A-1-k—-1=0

ou
A=k+1+1. (5.33)

Introduzindo-se o nimero quéntico principal n, definido por
n=k+14+1, (k,1=0,1,2,...) (5.34)

n > 1+ 1, de (5.33) obtém-se
A=n (5.35)
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e, de (5.24) implica:

ket e
2F h?
onde E = — |E| para estados ligados. Entao
4
pe® 1
E=EB,=—£5—. (5.36)

Os niveis de energia obtidos aqui, para o &tomo de hidrogénio, sdo os mesmo
que obteve Bohr com a mecanica quantica antiga.

Como podemos observar, os estados u,, ;.. sao degenerados, uma vez que
as energias correspondentes dependem apenas do nimero quantico princi-
pal, n. Assim, para um dado valor de n, existem n valores de [, satisfazendo
a relagao (5.34); por outro lado, existem 2]+ 1 autofungoes pertencentes ao
autovalor F,,, correspondentes aos diferentes valores de m. O niimero total
de degenerescéncia é portanto

n—1
gn=> (Q+1)=1+3+5+--(2n—1)=n’, (5.37)
1=0
Além disto, existem dois estados possiveis para o elétron devido ao spin

(que trataremos mais adiante) de modo que a degenerescéncia total, levando
em conta o spin é

gn = 2n° (5.38)
As fungdes w = wy,; (p) sdo da forma (cf. Eq. (5.30))
wn (p) = 'Y aj 0 = plona (p) (5.39)
=0

e a equacio satisfeita por v, ; (p) é obtida pela substituigdo da expressao
acima na equagao (5.29), onde

dw _ pl<lv+@)
dp p dp)’

dw pl<l(l+1) 20 dv d%)

dp? 2 a4
e, finalmente
2y dv
pd—p2+((21+1)+17p)d—p+(nflfl)v:0 (5.40)
Esta equagdo ¢ idéntica a equagdo para os polinomios de Laguerre [cf.
Eq. (??)], com a seguinte identificagao
a = 2
(5.41)
p = n—-1-1
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Assim, as solugoes de (5.40) sao os polinomios de Laguerre Ly, isto &,

Un,1 (,0) = Lilj_ll_l (,0) (542)

que foram definidos anteriormente.
Podemos agora escrever as autofungoes completas para o d4tomo de hidrogénio,
nas varidveis originais:

Un,l,m (7"7 07 ¢) == Rn,l (T)Nn,l e_BT/2 (ﬂr)l Liljllfl (BT) }/Z,m (67 ¢)
(5.43)

8u|B)
h2

de normalizagao da funcdo radial (Y7 ,, ja sdo normalizadas). Para deter-

minarmos N, ;, sabemos que

/ |Rn 1 () r2dr =1
0

onde 8 = foi definida na Eq. (5.23) e N,,; é uma constante

logo

rldr=1

‘Nn,l ’2

[ e e jm2 o
Fazendo t = fr = dr = %dr

2

N oo
il 5 e e of de=
ou(a=2l+lep=n—-1-1)
Nuil> [
| Bé” / et ot Lo (1)) dt =1 (5.44)
0

Esta integral de normalizagao difere da Eq. (??) pelo fato do integrando
conter o termo t**! ou invés de t*. Esta integral pode ser reduzida aquela,
usando-se a férmula de recorréncia (Eq. (??7)) para os polindmios de La-
guerre, isto é,

tLy(t)=2p+a+1)Ly(t)—(p+1) Ly, (t) — (p+a) Ly (t) (5.45)

Agora, multiplicando-se esta equagao por et ¢ Ly (t) e integrando, levando-
se em conta a ortogonalidade dos polinémios de Laguerre, obtem-se

/ e Ly @ de = (2p+a+1)/ et Ly )] dt +
0 0

+(-)=0 (ortogonalidade)/ e Tt LY (t) Ly, (t) dt +
0

+(-)=0 (ortogonalidade)/ e "Ly (t) Ly, (t) dt.
0
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Com a ajuda da Eq. (7?), isto ¢, [~ e~ t* | L& (t)’2 dt=T(p+a+1)/p

obtém-se
e T'(p+a+1
/0 ettt |Ly (t)|2 dt=2p+a+1) %. (5.46)
Com este resultado,
[N | T(p+a+l)
— 2pt+a+l)—= =1,
8° ( ) P!
que, usando os parametros originais, encontramos finalmente
—1-1) \Y?
N, = 832 (n— 5.47
nt =P 2nT (n+1+1) (547)

A constante 8 definida em (5.23) pode ser reescrita, usando-se a Eq.
(5.36), isto é

2

onde
h2
= — 5.49
Qo Meg ( )
¢ chamado de raio de Bohr, cujo valor é ag = 0,53 x 1078 cm = 0,53 A.
Em termos destes parametros, as energias definidas em (5.43) tomam a

forma

B _ e? 1:_13,62eV

- - 5.50
2ag n? n ( )

que sao as autoenergias do dtomo de hidrogénio. Da mesma maneira, para
as fungoes de onda encintramos

n agp n agp

l
2r 2r
o (120, 6) = Ny e/ (_) L2 (—) Yim (6.6) (551)

Como Uy, 1m (7,6, 0) = Ry (1) Yim (0,0) € 08 Y, (6, ¢) jd sdo conheci-
dos, daremos a seguir exemplos de algumas fungdes R, ; (r) para o dtomo
de hidrogénio.

5.2.1 Exemplos de fungées R, () para o dtomo de hidrogénio

Inicialmente, para o caso n =1 e |l = 0 temos

1
2 2
R (r) = Ny e "/a0 (‘) Lo (_>

ao
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FIGURE 5.1.
De (5.47)

1 92 3/2
Nig=—|— =2
e, de (77)
Lg(t) = 1.

Logo:

1

ao

Rip(r)=2 (

3/2
) e—r/ag

(5.52)

Para encontrarmos as outras fungoes, procedemos de modo semelhante.

Abaixo relacionamos algumas dessas fungoes:

1
(2a0)*"? (2 -

o
(2 ao)3/2 aopV/3

RQ’O (T)

R2,1 (7")

T
ao

) e—r/2ao

—r/2ao

(5.53)

e

Na figura abaixo, representamos as fungoes radiais definidas acima.
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M Ryp

riag

FIGURE 5.2.

Lembre-se que, quando r — 0, R,,; — r! e assim, somente estados com

I = 0 (estados-s) tém probabilidade diferente de zero na origem (veja de-
talhes mais adiante).

5.3 Observacgoes sobre as solucoes para o dtomo de
hidrogénio

5.3.1 Niveis de energia e a notagcao espectroscopica
De acordo com 5.36, as energia para o d&tomo de hidrogénio sao dadas por

B pet 1 13,6 eV
" 2m2n2 n?2

e dependem, como podemos ver, apenas do nimero quéintico principal n.
Em consequéncia disso, vimos que os autoestados pertencentes aos auto-
valores E, tém um grau de degenerescéncia g, = n? (sem levar em conta
o spin do elétron). Isto significa que, para um dado valor de n, existem n?
autoestados pertencentes ao mesmo autovalor F,,, que correspondem aos
diferentes valores permitidos de I, de acordo com a relacdo (5.34), isto é:

0<i<n-—1.

O numero quantico n define o que chamamos de camadas eletronicas.
Estas sdo especificadas pelas letras maiisculas K (n=1), L (n=2),
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FIGURE 5.3.

M (I =3), etc. Por outro lado, o nimero quantico orbital, I, define as sub-
camadas eletronicas. Por razoes histéricas, estas subcamadas sao caracteri-

zadas por letras minidsculas, na seguinte ordem: s (I=0),p (I=1),d (I=2), f (I

..., seguindo a ordem alfabética.

Como se pode mostrar facilmente, cada camada eletronica n, possui n
subcamadas, correspondentes aos n valores possiveis de [ (de 0 an—1). Na
notagao espectroscépica, para especificarmos uma subcamada, indicamos
em primeiro lugar a camada a que ela pertence (isto é, o valor de n),
seguida da letra que especifica o valor de [. Por exemplo, o estado fun-
damental do atomo de hidrogénio, n = 1 (camada ”K”) tem apenas a
subcamada s (I =0). Assim, para especificarmos que existe um elétron
nessa subcamada, escreve-se: 1s. A camada L (primeiro estado excitado)
possui duas subcamadas: 2s, 2p. , etc.

Na figura abaixo, mostramos esquematicamente os niveis de energia para
o dtomo de hidrogénio, onde indicamos as primeiras quatro camadas e as
correspondentes subcamadas.

Os numeros entre parénteses referem-se a degenerescéncia de cada sub-
camada I, correspondente aos (2 + 1) valores permitidos para o nimero
quantico magnético m.

5.3.2  Distribuicao de probabilidades

Sabemos que a probabilidade de se encontrar o elétron na posicao r de
.~ A . 2. 2
alguma regido atdémica ¢ dada por |uy, 1., (7,6, ¢)|” dr. Uma vez que se trata
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I=1 1=2 =3
. 4z | el 4f
=4 & oA
o m 1) 5 )
k s Ip 3d
=3 ® 5]
i s 2p
Rl a O
o 1=
1n=1 a
FIGURE 5.4.

de um potencial esfericamente simétrico, a funcao de onda pode ser escrita
COMO U 1m (7,6, ¢0) = R(r) Yim (6,¢), onde as varidveis angulares estao
separadas da varidvel linear, . Como sabemos, esta ¢ uma propriedade geral
de todos os potenciais que tenham este tipo de simetria. Além disto, vimos
também que a fungéo angular ndo depende da forma particular de V' (r) e,
portanto, é a mesma para todos eles. Torna-se entao possivel dividirmos o
estudo da distribuicao de probabilidades em duas partes: uma, abordando
a parte angular e a outra, a parte radial dessa distribuigao.

Parte angular da distribuigdo de probabilidades (Y;,,)

Para estudarmos a distribui¢ao de probabilidades em funcao dos angulos
0 e ¢, vamos considerar os pontos, cuja distdncia até a origem tem um
determinado valor r fixo. Assim, a probabilidade de se encontrar o elétron
numa direcdo (6, ¢) é proporcional a |Y; , 0,0))* ~ | Py, (cos ), uma
vez que |P (¢)|2 = 1 e, portanto, é independente de ¢. Observe também
que, como estamos considerando um valor constante para a varidvel r, isto
é, a distancia medida ao longo da diregao 6 e ¢ é sempre a mesma, isto
implica que o médulo quadrado da fungao radial, |R (r)|*, ¢ também uma
constante. Em consequéncia disso, a distribuicao de probabilidade pode ser
construida por meio de uma superficie de revolugao em torno do eixo-z,
cuja se¢ao tranversal representamos na figura abaixo param=0el=0,1
e 2.
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FIGURE 5.5. Representacdo em coordenadas polares de|)ﬁ7m\2 para [ = 0,1
e 2 em = 0. BEssas fungoes sio: |Yoo|> = constante; [Yio]*> ~ cos?6
e |Y2,0|2 ~ (300529—1)2. Observe que |Y0,0|2 ¢ esfericamente simetrico,
mostrando que, como o momento angular é nulo, ndo hd uma orientagao prefer-
encial da d6rbita eletronica.

Parte radial da distribuicao de probabilidades (Rm)

Neste caso, vamos fixar uma direcao no espago definida pelos dngulos po-
lares 6 e ¢ e analisar a distribuicao de probabilidades em fungao da distancia
r do centro de forgas. Em consequéncia disso, devemos considerar \Ylm|2 =
constante.

Como ja sabemos, a probilidade de se encontrar o elétron numa camada
esférica de raio r e espessura dr é

r? |Rn7l|2. Na figura abaixo, mostramos algumas fungoes R, ; e as re-
spectivas probabilidades numa camada esférica.

Uma particularidade interessante que nos mostra essa figura é que as
fungoes radiais para os elétrons-s tém valores relativamente grandes para r
pequeno. Dizemos entao que os elétrons-s descrevem orbitas penetrantes,
que chegam muito préximo do niicleo. Os elétrons-p sao menos penetrantes
e os d, menos ainda, e assim sucessivamente. Desta certa forma ¢ facil de se
entender essas situagoes, se considerarmos o movimento radial sob a agao
de uma forca central, correspondente a um potencial efetivo

R2L(1+1)

Vie(r) = V (1) + 25

Assim, para os estados-s, isto é, [ = 0, nao existe a parte centrifuga do
potencial. Logo, um elétron-s ligado (com
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Unidades arbitrarias

3 i

5
tia

FIGURE 5.6. Representagao de R, (r) (linhas continuas) e as respectivas den-
sidades de probabilidades 7% |R,,;|*> (linhas pontilhadas).

2 vef & : -Uef
% 5 1=0 el Y
'{'é It ]m{I Centrifugo
35 g ¥
5

FIGURE 5.7. Representagao esquemdtica do potencial efetivo para I = 0 (es-
querda) e [ # 0 (direita). Observe que, devido ao termo centrifugo para [ # 0,
o movimento do elétron fica restrito a uma pequena regido classicamente per-

mitida (E > V) (regido hachurada) entre os pontos de retorno para a energia
considerada.



198 5. O dtomo de hidrogénio

energia F (mostrada na figura) pode se mover classicamente entre r =
a=0er=>0>0,onde Vi (b) = E, tendo em consequéncia disso, acesso a
origem.

Paral # 0, a presenga do termo centrifugo restringe o movimento classico
do elétron entre os pontos r =c¢>0er=d >0, Vor(¢) = E e Vo (d) = E.
Quanticamente isto significa que a funcao de onda deve decrescer rapi-
damente fora da regiao classicamente permitida, devendo entao ser muito
pequena proximo da origem. Em conclusao, & medida que [ cresce, menos
penetrante se torna a Orbita eletronica.
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6

Interacao de elétrons com campo
eletromagnético

Na discussao sobre os aspectos gerais das solugoes da equagao de Schrodinger
para potenciais com simetria esférica, vimos que os estados com momento
angular [ eram degenerados, com grau de degenerescéncia 2]+ 1, correspon-
dentes aos valores permitidos para o nimero quantico magnético, m, onde
Im| < 1.

Como veremos neste capitulo, esta degenerescéncia intrinseca dos estados
quanticos de sistemas isolados, somente pode ser removida, aplicando-se
ao sistema uma forga externa que nao tenha simetria esférica. Para um
sistema de partiiculas eletricamente carregadas, as forgas provenientes de
um campo magnético sao desta natureza e permitem-nos a remocgao desta
degenerscéncia.

A equagao de Schrodinger

v2w+2h—?(E—V)w:o (6.1)
permite-nos uma descricao completa do movimento de uma particula car-
regada sujeita a uma forga eletrostdrica — como vimos para o dtomo de
hidrogénio —, porque estas forgas sempre podem ser obtidas a partir de
uma fungao potencial V (r) . Entretanto, se um campo magnético estd pre-
sente, a forga total sobre uma particula de carga elétrica g é dada pela
férmula de Lorentz, isto é,

F:q(E—F%xB) (6.2)

onde E é o campo elétrico e B, a indu¢do magnética; v = dr/dt é a ve-
locidade da particula. Esta forca dependente da velocidade nao pode ser
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descrita por uma funcao potencial e, portanto, existe a necessidade de en-
contrarmos uma generalizagao conveniente da equagao de Schrodinger que
nos permita descrever os efeitos de um campo magnético.

Para obtermos tal generalizagao, langaremos mao do principio da corre-
spondéncia, na forma que foi enunciado por Dirac:

Os operadores qudnticos f e § que na teoria quantica substituem
as funcgoes f e g definidas classicamente, devem sempre ser tais
que o comutador de f e § correspondam ao colchete de Poisson
de f e g, de acordo com a transformacdo

in{f.9} = | f.9] (6.3)

Em termos objetivos, o que faremos é encontrar inicialmente a Hamilto-
niana cldssica do problema e, em seguida, substituiremos as grandezas cléds-
sicas por seus operadores quénticos. Neste ponto é importante revisarmos
a mecanica cldssica no que diz respeito & formulacio Lagrangeana' para
a obtencao da Hamiltoniano clédssica de um sistema sujeito a um campo
eletromagnético.

6.1 Sistema cldssico sujeito a um potencial
eletromagnético

A equacgao de Newton para uma particula sujeita a uma forga eletromag-
nética é, como sabemos,

d’r v
mes =4 [E () + < xB(r, t)} , (6.4)
onde os campos podem ser obtidos dos potenciais escalar ® (r,t) e vetorial
A (r,t) através das relagoes:?

E(r,1) = —ﬁ@(r,t)_éw
(6.5)
B(r,t) = ﬁxA(r,t)

1Veja, por exemplo, H. Goldstein: Mecdnica Cldssica, pag. 262
2Veja, por exemplo, Panofsky and Phyllips: Classical Eletricity and Magnetism, pag.
240.
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onde ¢ é a velocidade da luz.?
Vamos agora reescrever a equacdo de movimento (6.4) na forma La-
grangeana, isto é:
d oL oL
dt Cr)Ui é)ﬂcZ
onde z; e v; (1 =1,2,3) sdo as componentes cartesianas dos vetores r e v.
Para isto, substituimos a Eq. (6.5) em (6.4), isto é

(6.9)

v _4a {—cﬁ@ - % +vx (6 X A)] (6.10)

"t T e

e usamos a identidade vetorial

VX (ﬁxA) =V(v-A)— (V-ﬁ)A (6.11)
para obtermos
v q 0A
m— =1 [ Vo - -+ V(v A) - (vV)A}
o d 0A
V_ o192 RV 95 (v
m= = —qveo -1 {6‘1& + (v-¥) A] +1V(v-a) (6.12)
onde a quantidade
dA  0A -
E = E + (V-V) A (6.13)

é a derivada total de A (r,t) em relagao ao tempo. Desta maneira a equagao

(6.12) fica
dv = qdA q-=
" T ve cdt+cv(v A)

3E evidente, por inspecio de (6.5), que a escolha dos potenciais ® e A néo é univoca;
por exemplo, as transformacoes

' (r,t) = <I>(r,t)+8f(,(;’t)
(6.6)
Al(r,t) = A(r,t)—Vf(rt)

deixam os campos E e B inalterados. Isto significa que, se qualquer lei fisica envol-
vendo interacdo eletromagética for expressa em termos de @ e A, entao tal lei deve
ser invariante pela transformagio do tipo (6.6). Estas transformagdes sdo normalmente
conhecidas como transformagées de calibre (ou transformagdes de ” gauge”) e a lei fisica
que é invariante sob tal transformagao é dita ser invariante de gauge. Tanto a mecanica
cléssica, como a mecanica quantica, possuem tais invariancias. Os gauges mais usados
sao:

V-A=0 (gauge de Coulomb) (6.7)
‘ 100
V- A+_E =0 (gauge de Lorentz) (6.8)
c
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que ainda pode ser reescrita, como

d q S -
- (mv—zA) = —qVe+ 2V (v A) (6.14)

Como as componentes de r e v sao varidveis independentes, é possivel
escrevermos o ultimo termo da equagdo acima na forma

I _le¢ TA) (1) 42
9 (v-a)=5-V [(varcA) (C) A (6.15)
e assim a equagao (6.14) torna-se finalmente

% (mv—%A> _6{% [(mv—&—%A)Q - (%)2442} - q<I>}. (6.16)

Comparando-se esta equa¢do com a forma mostrada em (6.9), obtém
finalmente a Lagrangeana

L= ﬁ [(mv+%A)2 - (%)2 A2] ~ q@. (6.17)

O momento conjugado, definido por!

oL
o dvi’

Di

é, neste caso

p=mv+ %A (6.18)

Observe neste equacdo, que o momento conjugado p néo é o momento
mecénico (IT = mv) como o qual estamos acostumados a trabalhar. Aqui,
P é o chamado momento eletromagnético que estd relacionado com o mo-

mento mecanico através da relagdo p = I+ gA.

A Hamiltoniana do sistema é uma func¢do dos pares conjungados r e p,
de acordo com a definigao

H

|
(]
S
&
I
[

= pv-L (6.19)

Da Eq. (6.18) obtemos

v :% (p—%A) (6.20)



6.2 Sistema quantico sujeito a um potencial eletromagnético 203
e, assim,

H

e+ 2) = {3t Gt ()] - )

2 2
2 4 1 5 ¢ 2, 9q
- IA v = A v L 24 L |0
mu +c v 2mv c v 2mc? +2m02+q

1
= —mv?+qd
2
ou, em termos do momento p,
q 2
H= (p - —A) +qd (6.21)
c

que é a Hamiltoniana para o movimento de uma particula de carga ¢ num
campo eletromagnético.

6.2 Sistema quéantico sujeito a um potencial
eletromagnético

Para descrevermos o sistema quéntico sujeito a um potencial eletromagético,
precisamos do encontrar o operador Hamiltoniano para esse sistema. Para
isto, vamos usar o principio da correspondéncia descrito anteriormente, que,
basicamente, consiste nas substituigoes

r — T
. ho
p — pP==V (6.22)
1
na Hamiltoniana do sistema cldssico. Assim, a equagdo de Schrédinger que
descreve este sistema é

,haq/ (r,t)

HY (r,t) = 6.23
(r.0) = in— . (6.23)
cujo Hamiltoniano é dado por
gt (_mﬁ— gA)2+q<1> (6.24)
2m c ' '

Por enquanto, vamos apenas considerar campos eletromagnéticos estéti-
cos, tal que o operador H nio depende do tempo. Em consequéncia disto,
sabemos que as fungoes de onda sdo do tipo estaciondrias, cuja dependéncia
temporal para os estados de energia F é dada por

W (r,t) = u(r) 0 (6.25)
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onde u (r) satisfaz a equacdo de Schrodinger indepedente do tempo

QL (—i?ﬁ - %A (r))2 u(r)+q®(r) u(r) = Eu(r) (6.26)

m
Fazendo-se a expansdo do termo quadritico, isto &,

1

4 P = Loy o (9) 42 @ @
2m(mv A())u(r)_2m[th+(c)A ut 0 (A + LA

e, usando-se a identidade vetorial,
V- (Au) = (6-A)u+A-€u

encontra-se

1
2m

24 o leh iqh
[ 2mV 2m62A +2m (V A) me AV] (r)

( th——A( )>2u(r):

Desta maneira podemos reescrever a equagao de Schrodinger na forma
mais explicita:

s . iqh igh , < ‘T
0 A —A. ——A [ =F
2mV u+2mc (V )u+mc Vu+2mc2 ut+q®(r)u (621;)

No caso de um campo magnético uniforme, podemos escolher o potencial
vetoria na forma

1
A= §B Xr, (6.28)
o que pode ser facilmente vericado diretamente da relagao

B = VxA

1=
= 5V><(B><r)

-3 3@3_(B.e)r]
= %(BB—B)

= B

)

4 Aqui devemos tomar cuidado, pois estamos tratando com operadores diferenciais,
onde a ordem dos termos torna-se importante. Nao esqueca também de levar em conta
a fungao sobre a qual atuam esses operadores.
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como devia ser.
Assim, o segundo termo de (6.27) fica

i (o Ay — (0 1o .
—(V-A)u = ( ><2V (B r))u

2me

iqh lr-: 0 (B uniforme) (6 % B) ~ B 0(6 . (16)%9)

e o terceiro

@A~6u = @[er ﬁ}u
me me
= % {B r X 6} U
= fﬁB (rx?ﬁ) U
- (—QLmCB : L) u (6.30)

h -
onde L = rx—V é o operado momento angular.
i
Substituindo (6.29) e (6.30) em (6.27) encontramos finalmente

2 2
n -4 B.Lyut S

2
om " 2me o Bx1) utq®(r) u=FEu (631)

que é a equacao de Schrodinger procurada.

6.2.1 Efeito Zeeman normal

Passemos agora ao estudo dos efeitos das interagoes de particulas car-
regadas com campos eletromagnéticos. Consideremos inicialmente uma particula
de carga ¢ sujeito apenas ao potencial eletrostdtico. Neste caso, sabemos
que os estados quénticos de energia E\ para uma particula colocada num
campo esfericamente simétrico sao descritos por fungoes de onda da forma

u=R(r) Yim(0,¢) (6.32)
que sao autofuncgoes da equagao de Schrodinger
Hopu=Fu (6.33)

onde e
Hy = —%V2 + (](I) (7") (634)
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e q® (1) é a energia potencial eletrostatica.” Se o sistema est4 sujeito ainda
a um campo magnético uniforme, a equagao de Schrédinger, como vimos,
torna-se
Hu=Hyu— L (B-L) u=Eu (6.35)
2mc

onde desprezamos o termo quadrético’ da Eq. (6.31). E comum definirmos

q
——(B-L)=—u -B
5 (B-L)=—n
q 1% qh )
com MZQ—L :EOL, onde py = e Para o elétron, ¢ = —e, pg =

mc
—0,972 x 1072° erg/gauss é conhecido como o magneton de Bohr.

Retornando a equagdo (6.35), vamos escolher a direcao do eixo-z, que é
arbritdria, como paralela ao campo magnético, isto é,

B =By

Com essa escolha, podemos escrever,

By ~
Hu:HOu—uohoLZquu

Como L, u = L,RY),, = R L,Y, ,, = (mh) u, onde m é o nimero quéantico
magnético, usando (6.33), obtém-se

Hu=(Ey—muyBy)u=Eu (6.36)
que corresponde a um estado, cuja energia é
E = EO - m,uOBo (637)

onde p < 0 se a particula for o elétron.

Isto mostra que a degenescéncia relacionada com d simetria rotacional
é removida, uma vez que os estados com momento orbital [ sao separados
pelo campo magnético em 2]+ 1 componentes distintas, que sao igualmente
espacadas na escala da energia. Isto é mostrado na figura abaixo, para os
estadosp (I=1)ed (I1=2).

A figura mostra, também, as possiveis transi¢gdes entre os estados iniciais
d e os estados finais p. Como veremos mais adiante, existem regras de
selecao de acordo com as quais apenas sao permitidas transi¢oes entre os
estados iniciais e finais para as quais os valores de m sofram variacao Am =
0,+£1.

5Para o dtomo de hidrogénio, onde o elétron de carqa q = —e estd sujeito a um
potencial eletrostético devido a carga e do préton, a energia potencial vale ¢® = —e? /7.
6Pouca contribuicao.
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FIGURE 6.1.

Havendo tais transicoes, pode-se facilmente calcular as frequEncia da luz
emitida, usando a férmula

E: - E;
w =
1
= 3 [(Eo,i — mipgBo) — (Eo,f — mygBo)]
FEo; — E B,
= 2 _0J n 0.f + (va —m;) :L"Oh 0
ou B
w=wo + (“Oh 0) Am (6.38)

onde wg é a frequéncia para B = 0. Podemos observar que, ainda que
haja nove transicoes posiveis, o espectro de transicao d — p num campo
magnético, possuem apenas trés linhas, uma vez que as transicoes corre-
spondentes a0 mesmo Am possuem a mesma frequéncia. Isto também é
representado na figura anterior. Este efeito é conhecido como efeito Zee-
man normal, que foi observado e explicado (classicamente) pela primeira
vez por P. Zeeman em 1896.

Levando-se em conta o spin do elétron, a interacao deste com o campo
magnético resulta num efeito nao conhecido classicamente e, por isto mesmo,
chamado de efeito Zeeman andmalo. Apesar do nome, o efeito Zeeman ano-
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malo é o mais comumente observado. Voltaremos a este assunto, quando
estudarmos o spin.
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7

Adicao de momentos angulares.
Coeficientes de Clebsch-Gordan

Dado um sistema de duas particulas, por exemplo, cada uma com momento
angular L; e Lo, o momento angular total do sistema, L, pode ser escrito

COHIO1

L=L; +Ly (7.1)

que representa a composicao (ou adigdo) dos momenta Lj e Ly. Pode ocor-
rer que o sistema seja constituido por duas particulas de spin S; e Ss, e
o spin total S pode também ser dado por (7.1). Outras situagdes também
sao possiveis.

Uma vez que iremos tratar de maneira generalizada o problema da adicao
de momentos angulares (orbital e/ou spin) é conveniente introduzirmos
um novo simbolo. Denominamos de J1,Jo, ..., etc, os momentos angulares
parciais, e de J, o momento total do sistema. Com esta nova simbologia, a
equagao (7.1) pode ser representada por

J=J:+Js (72)

A importancia do momento angular total tem sua origem ainda na mecéinica
classica. Para verificarmos isto, analisaremos as seguintes situagoes, classi-
camente.

1 Este problema pode ser generalizado para um nimero arbitrario de momentos an-
gulares.
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Az

i

FIGURE 7.1.

7.1 Analise cldssica de um sistema de particulas
nao-interagentes

Dado um sistema de duas (ou mais) particulas ndo interagentes entre si,
sujeitas a um campo de forga central (veja figura abaixo). Isto equivale a
dizer que as duas particulas, 1 e 2, estao sujeitas a forcas, cujas linhas de
acao passam pela origem, localizada no centro de forgas.

Das leis de Newton, obtém-se que a variagao temporal do momento an-
gular de uma particula, medido em relagao a qualquer ponto fixo, é igual
ao momento da forga (torque) em relagio a este mesmo ponto, isto &,

dJ;
dt

— 7 (7.3)

onde J; (¥;) é o momento angular (torque) da i-ésima particula do sistema.
No caso de nossa andlise, tomando o ponto fixo como a origem O, o torque
tanto da for¢a F; como da for¢a Fa sdo nulos (veja figura). De acordo com
(7.3), conclui-se que

aJy,  dJy  dJ

d  dt dt
isto é, J1, J2 e J nao variam com o tempo e, portanto, essas grandezas sao
consideradas constantes de movimento.

0,
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i

FIGURE 7.2.

7.2 Analise cldssica de um sistema de particulas
interagentes

Introduzindo-se interagoes entre as particulas do caso anterior, a situagao
se modifica, como podemos ver a seguir (veja figura abaixo).

No caso com interagoes entre as particulas, os torques individuais, 7;, nao
serao mais nulos, o que implica, segundo (7.3), que os momentos angulares
J1 e Jo deixam de ser constantes de movimento. Entretanto, admitindo-se
que as interagbes obedecam o principio da acdo e reagdo (isto é, Fio =
—F91), os torques parciais se compensam, tal que o torque total se anula.

Podemos entao escrever

dJ
= _0
dt

0 que nos garante que, mesmo introduzindo-se interacoes entre as particu-
las, o momento angular total do sistema, J, é uma constante de movimento.

Uma andlise sob o ponto de vista quéntico também resulta na conser-
vacao do momento angular total. Como as constantes de movimento sao
usadas para simplificar as solugoes de problemas, tanto na mecénica clés-
sica como na quéntica, vemos af a importancia do momento angular total
de um sistema de particulas.
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Visto desta forma, nosso objetivo neste capitulo é estudar um método,
pelo qual seja possivel realizar a operagao J = J1+J2+..., levando em conta
a natureza de operadores que sao os J.

Do ponto de vista cléssico, a adicao de dois vetores, de um modo geral,
obedebe a dlgebra vetorial ordindria, tal que, uma operagao do tipo daquela
mostrada na equagao (7.2) é facilmente realizada, resultando em

J=(Jz, Jy, J2) (7.4)

onde

J:v = Jl,z + J2,za Jy = Jl,y + JQ,yv Jz = Jl,z + J2,z- (75)

Este resultado nos diz que, para determinarmos o vetor J, precisamos
conhecer simultaneamente todas as componentes dos vetores J;. Como
sabemos, classicamente isto é possivel, resultando dai o éxito do método
vetorial empregado.

Entretanto, vemos que o método vetorial ordindrio é inadequado para
a situacao quantica, uma vez que o principio da incerteza nos ”proibe”
conhecer, simultaneamente, as trés componentes de um momento angu-
lar. Para se aplicar a esta situagfo, foi necessdrio desenvolverem-se outros
métodos.? Antes, porém, de estudarmos um método geral para se obter a
"soma "vetorial” mostrada em (7.2), vamos considerar um caso particular
de um sistema de duas particulas, cada uma com spin s = 1/2.

7.3 Adigao de dois spins 1/2

Seja um sistema de duas particulas de spin 1/2 cada uma. Este sistema
pode ser, por exemplo, o neutron e o préton no niclo do deutério. Vamos
considerar que S; seja o operador para o primeiro spin (do neutron) e So,
para o segundo (do préton). O spin total do sistema é definido simbolica-
mente por

Em primeiro lugar, devemos notar que S; e Sy s@o operadores referentes
a particulas diferentes e, por isto, o comutador deles se anula, isto é,

[S1,82] = 0. (7.7)

Além disso, existem duas orientagdes diferentes para cada spin, que deno-
taremos por +1/2 e, portanto, quatro estados linearmente independentes

2E bom lembrar que nao ¢ a primeira vez em nosso estudo que deparamos com
situagbes em que o método vetorial mostra-se inadequado para tratar operadores veto-
riais. De fato, quando do momento angular encontramos uma expressao L x L = AL,
mostrando que o produto vetorial de um operador veteorial por ele mesmo nem sempre
é nulo, como poderiamos esperar da dlgebra vetorial.
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para o sistema de dois spins; isto é, o espago dos estados é quadridimen-
sional. Escolhendo o eixo de quantizagao ao longo de z, podemos escrever o
conjunto desses estados, usando a notagdo de Dirac |m1, ms), que explici-
tamente:?

{lma,mao)} = {[+1/2,+1/2) , [+1/2, =1/2) , |=1/2, +1/2) [=1/2, =1/2)}

(7.8)
O estado |+1/2,—1/2), por exemplo, significa que a projegdo do spin S;
ao longo da diregao-z (isto é, my1) é my = —l—%h ede Sy, my = —%h, e assim

por diante.
Os vetores (7.8) sdo autoestados dos observdveis 5%, Sy, S3, Sa., isto é:
3
{ 5% [my,mg) = th M1, ma)

Sz mi,ma) = mih |my, ma)

3
{ S5 [ma,ma) = 2h? [ma,ms)
Saz [mi,ma) = mah |my,ma)

Pode-se mostrar facilmente que o spin total obedece as relacoes de co-
mutagao apropriadas para momentos angulares, isto é,

[S.,8,] = ih
Sy, S.] = ih (7.10)
[S.. S,] = ih

Da mesma forma que qualquer outro momento angular, s6 podemos es-
pecificar simultaneamente os autoestados de S? e S, (ou de outra compo-
nente, dependendo da escolha do eixo de quantizagao; neste caso estamos
considerando o eixo-z).

Como existem quatro estados independentes de dois spin, esperamos que
hajam quatro autoestados linearmente independentes de S? e S.. Vamos
indicar esses estados por |s,m) . Nossa tarefa é construir os estados |s,m)
em termos dos estados |mi,ma), 0 que, evidentemente, trata-se de um
problema de mudanca de base. Para complementar esta secao, devemos
lembrar que os vetores |s,m) satisfazem as equagoes

S?|s,m) =s(s+1)h? |s,m),
S, |s,m) =mh |s,m).

(7.11)

Além disso, uma vez que [S?, 5] = [S?,53] =0, |s,m) também ¢ autoes-
tado de S? e S2, pertencentes ao mesmo autovalor, isto é:*

3
52 |s,m) = S2 |s,m) = ZHQ |s,m) . (7.12)
3Na verdade |m1, mz2) = |s1, s2, m1, m2), onde omitimos s1 = sg = 1/2.

4Lembre-se que S’% e Sg sao grandezas escalares e, portanto, seus ”valores” nao de-
pendem da base usada para representd-los.
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7.3.1 Autovalores de S,

Uma vez que a base procurada |s,m) envolve autovalores de S, vamos
agora determind-los. Sabemos que a compontene-z do spin total pode ser
escrita como a soma das componentes dos spins individuais, isto é,

Sz = Slz + SQZ (713)

e, portanto,
[Szv Slz] = [Sz; S2z] =0. (714)

Assim sendo, os vetores |m, mso) da base antiga sdo também autoestados
de S,. Para determinarmos seus autovalores, usamos as equagoes (7.9) e
(7.14). Logo:

(Slz + 522) |m17m2>

Sz |mlam2>

= (m1+mo)h |mi,ms). (7.15)
Explicitamente, temos
5. [+hH4) = b [+ +d)
ol e (7.16)
Sz —?,'F? == 0 ’
S. |-3.-3) =l |-3.-3)

Portanto, com o ordenamento da base que estamos adotando, os autovalores
de S, sdo h,0,0,—h. E possivel entdo encontrar uma representacio matri-
cial para o operador S, na base |mj, ms) . Para isto, basta calcularmos os
elementos de matriz desse operador entre os estados da base considerada.
Assim, denotando por (S.),. os elementos de matriz do operador S entre
os estados i e j (4,5 = 1,2,3,4) daquela base, onde, devido ao ordenamento
dos estados na base que estamos considerando, isto &,

)= |+3,+3

2= +§—§§ (717)
3) = —?4‘?; '
[4)=1]-3,—3

os elementos de matriz podem ser facilmente calculados com a ajuda da
equagao (7.16) e da ortogonalidade dos estados,

(SZ)1,1 =(1]S:|1)=nh
(SZ)1,2 =(18.12)=0

21 = (2/8.11) =0 (7.18)
(52)20=(2[5:(2) =0

(S-)44= (41 14) =
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Entdo, a representacio matricial de S, na base antiga |m1,mz) é dada por®

Lo o0 o0
00 0 0

5=l 0000 (7.19)
000 —

|m1,ma2)

7.3.2  Autovalores de S*

Os estados da base original |mj, my) ndo sdo autoestados do operador
S?2, uma vez que este operador ndo comuta nem S;,, nem com Sa,, como
podemos verificar facilmente. De fato, como

S? = S24852428,-8S,
= ST+ 5542 (S1259% + S1ySay + S1252.) (7.20)
entao
[52,51.] = [S7+ 5542 (S125% + S1ySay + S12599:) , S1]

= = O[Sf, Slz] + = 0[522751z] + 2 [Sle2an1z] + 2 [SlySZvalz} + 2= O[Sle2zvslz}
———

—— ——
= 2= _ihsly[slxv Slz]S2w +2 Slw: O[ng, Slz] +2= ihSlz[Slyv Slz]SZy + 2 Sly: O[S2y; Slz]
—— N—— ——— N——

= —2ih S1,S2, + 2ih 1,5,
= 2ih (SlISQy — S1y52w) 75 0, etc.

Assim, a matriz de S? nesta base ndo é diagonal, como no caso ante-
rior. Devemos, portanto, diagonalizé-la para encontrarmos seus autovalores.
Primeiro, vamos construir esta matriz, usando a equacio de operadores’

52 = 512 + 522 +2 51,59, + 51+SQ, + 51,SQ+ (722)
Lembrando que’

S+ \ml,m2> = h\/Sl (Sl + 1) —ma (m1 + 1) |m1 + 1,m2> , etc (723)

5Observe que os autovalores m = +h nao sdo degenerados, enquando m = 0 é du-

plamente degenerado; os dois autovetores (ortogonais) associados sdo [2) = |+%, f%> e
13) = |f%, +%> . Qualquer combinagao linear deles é um autoestado de S, com autovalor

6Isto ¢ facilmente obtido, usando-se a definicio de operadores levantamento e abaiz-
amento (ja usados anteriormente), isto ¢, S14+ = S14 £ iS1y, etc, para encontramos os
produtos S1,S2z € S1y4S2y que aparecem na Eq. (7.20). O resultado é a equagao (7.22).

"N&o esquega que a notagdo |mi,mz) é, na verdade, uma simplificagio da repre-
sentagdo mais completa |s1,s2;m1, m2). Também é importante lembrar que os val-
ores de m estdao limitados ao intervalor definido por: |m| < s. Ou seja: |mi| < s1 e
Ima| < s2. Assim, Sy ‘%,%;+%,i%> = 0, uma vez que |m1 + 1| > s;. Da mesma

1 l'fé,i%> = 0, visto que |m1 — 1| > s1. A mesma regra vale também

forma, S1— |§, 35

para Sa4.

(7.21)
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podemos encontrar a representacdo matricial do operador S? na base orig-
inal |7) = |mq,m2), (i =1,2,3,4). Assim sendo, temos

S = 52}+2,+2>—<3+i+2>h2 [+3,+3) +0+0
= 207 |45, +3
= 2r* [1)
33 1
) = Srh-p=(3+5-5)7 Do+
(i)
= W |43,-3) + 175, +3)
= 1 [2)+ 17 [3)
3 3 1
= S lhd = (g g) 0 b
(e T e
= PP|=545) 145, 3)
= B |3)+1*|2)
o= s ——,——>—< 2>52 =5, -3) +0+0
= 20% |-§,-3)
= 2n%|4)

Podemos agora montar a matriz para S? na base |mj,msy), usando as
relagoes de ortogonalidade, (i|j) = &;;, isto 6:8% =

1Y) 12) 13) [4)
afz2r> 0o o0 0
S*= @/ 0o ®m B o0
Bl o n n o0
“flo o o 2nr
ou
22 0 0 0
0 R R 0
L= 90 » or o (7.24)
0 h
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Esta matriz pode ser diagonalizada facilmente, cujos autovalores sao:
S%:4{2,2,2,0}

e os autovetores correspondentes

[+ =1
s2=28 S ll+h -3 +l-b4)) = 52+ )
(7.25)
5=

520 { 2= -1~ |-h+D)] = 75 (2 - )

A partir desses resultados, podemos ver que os vetores correspondentes
ao autovalor S? = 2 sdo triplamente degenerados, enquanto que o outro,
S? = 0, é ndo-degenerado. Sabendo-se que S?|s,m) = s(s+1)|s,m),
encontra-se que s (s + 1) = 2 ou 0, cujas solugdes para s positivo, sdo s =0
e 1.

Esses resultados representam os autovetores e autovalores de S2. Combi-
nados com os de S, calculados anteriormente, obtém-se o conjunto completo
de autoestados para os observaveis S? e S,. A partir desses autoestados,
podemos entdo compor os estados |s, m) procurados desses operadores, isto
é:

{|s,m)} = {tripletol, 1),1]1,0),|1, —1); singleto|0, O>} (7.26)
——
Os conjunto de estados |s,m) = |1,m = 0,+1) constitui uma familia

de estados triplamente degenerados, que comumente sao designados por
estados tripletos, enquanto que o estado |s,m) = |0,0) é chamada de estado
singleto. Como podemos observar na Eq. (7.25), os estados tripletos sao
simétricos em relagao & troca dos spin, enquando que o singleto é anti-
simétrico.

Em resumo, podemos dizer o seguinte: adicionando-se dois spins 1/2
(S1=1/2,S2=1/2), o nimero s que caracteriza os autovalores de S? =
(S14S5)?, isto é, s (s + 1), pode ser igual a 1 ou 0. Com cada um desses
valores de s estd associada uma familia de 2s+ 1 vetores ortogonais (3 para
s =1 e 1 para s = 0), correspondentes aos 2s + 1 valores de m que sao
compativeis com s, isto é, |m| < s.

7.4 Adicao de dois momentos angulares arbitrérios

Vamos retomar agora o problema geral de adicionar dois momentos angu-
lares arbitrarios, J; e Jo. Admitiremos que J; e Jo comutam entre si, isto
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6’

[J1,J2] =0 (7.27)
Seguindo o mesmo procedimento da se¢do anterior, podemos entao con-
struir autoestados simultaneos de J?Z,J2,J;, e Jo., que designaremos por

|71, 425 m1, m2) . Logo,

JE 11, J2sma, ma) = g1 (J1 4+ 1) h? |41, j2; ma, ma)
Jiz |41, J2;ma, ma) = mal |j1, jo;ma, ma)

(7.28)
J3 |1, Jasma, ma) = ja (2 + 1) B* |g1, j2; ma, ma)
Joz |j1, jasma, ma) = mah [j1, jo; My, ma)
O momento angular total, J, definido por
obedece as relagoes de comutacao
[z, Jy| = ihJ. (7.30)

e ordem ciclica de x,y e z. Como nos casos anteriores, s6 podemos especi-
ficar simultaneamente os autoestados de J? e J, (considerando aqui o eixo-z
como a diregao de quantizacio). As grandezas escalares J? e J3 comutam
com J; portanto, podemos também especificar autoestados simultaneos de
J? e J3 além de J? e J,. Vamos designar estes estados por |j1, ja; j,m) . Se
sdo autoestados, entdo satisfazem as equagoes:

J? |j17j2;jam> :.](.7 + 1) n? |j17j2;jam>
Jz |jlaj2;j7m> :mh‘jlaj%jam>

J12 |j17j2;j7m> = (Jl + 1) h? |j17j2§j7 m>
J22 |j17j2;j7m> =J2 (32+1) h? |j17j2§j7m>

(7.31)

Observe que [le, J2] #0e [JQZ, Jz} # 0, de modo que ndo podemos,
em geral, conhecer Ji, e Jo, individualmente se conhecermos J2: apenas
J, = Ji. + J2,, a soma das duas projegoes é que podemos determinar
simultaneamente com J2.

O conjunto dos autoestados dos operadores JZ, JZ, J1., Jo., isto € {|11, j2; m1,ma)},
forma uma base da mesma maneira que os autoestados de J?Z, JZ,J?, J.,
{I71,J2; J,m)} . Entdo, o problema de adicionar dois momentos angulares
fica resolvido, quando determinamos a expansao dos novos estados |j1, jo; j, m)
em termos dos estados orignais |j1, jo; m1,m2) . Este procedimento, como
sabemos, é sempre possivel, uma vez que ambas as colegoes de estados for-
mam um conjunto completo, com os quais podemos expressar quaisquer

8Este comutador significa que as componentes de J; comutam com todas as compo-
nentes de J2, mas as componentes de ambos ndo comutam entre si.
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outros vetores em seus respectivos espagos. Em particular, a completeza
dos estados {|j1, jo; m1,m2)} é expressa pela identidade

Z |1, Jos m1, ma) (ji, jo;mi,ma| =1 (7.32)

mi,ms2a

onde a soma ¢é feita apenas nos valores de my e my, uma vez que j; € ja
tém valores fixos, representando os valores méximos de mi e msy, respecti-
vamente.

Com a ajuda desta identidade, podemos agora escrever a equacao de
transformagao

1,2 dim) = Y ljvdasma,ma) (G, dasma, ma | 1, Gai fom)  (7.33)

my,m2

conectando os dois conjuntos de autovetores. A quantidade

C (j1,J2:m1,mesjym) = (fi, j2ima,mae |, jas j,m)
= C;;fjfgmz (7.34)
¢ um nimero (mais tarde admitiremos ser real), que representa os coefi-
cientes de expansao dos vetores da nova base em fungao dos vetores da base
antiga ou original. Estes coeficientes sdo conhecidos como coeficientes de
Clebsch-Gordan ou coeficientes de Wigner. O conhecimento desses coefi-
cientes nos permite determinar completamente a expansao e, consequente-
mente, resolver o problema da adicao de dois operadores vetoriais.
Por questao de comodidade, muitas vezes usaremos as seguintes notagoes
simplificadas:
|.717.727.7;m>_> ‘J7m> (735)
|71, jo; M1, ma) — |mi,ma) '
Desta maneira, uma forma notacionalmente mais simples de escrever (7.33)
é:

|j7 m> = Z |m17m2> <m17m2 ‘Jv m> (7'36)
my,Mmsa
e (7.34) '
C(mlamQ;j7 m) = <m1am2 |.]a m> = annllmg (737)

Um pouco de reflexdo nos mostra que o problema da adi¢ao de dois oper-
adores vetoriais depende da resposta as duas seguintes questoes concretas:

1. Dados dois momentos angulares, J; e Jo, com nimeros quan-
ticos (j1,j2,™M1,M2), quais valores podem ser atribuidos aos

nimeros quanticos (j,m), correspondentes a0 momento total J
?

. . m .
2. Quais os coeﬁc1eptes Chm, 7 0 que conectam um particular
estado no espago |j,m) com outro no espago |my,ms) ?
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Nossa tarefa de adicionar momentos, conclui-se entao com a resposta a
essas questoes. Uma maneira de responder a essas questoes é aplicando o
operador J, = Jy, + Ja, em ambos os membros de (7.36). Assim, temos:

JZ |Jam> = Jz Z |m17m2> <m17m2 |Jam>

miy,m2

Z Jz |m1,m2> <m17m2 |.75 m>

miy,ms2

Z (Jiz + J2z) |ma,mae) (my,ma|j,m)

mi,mz

ou, usando a relagao de autovalores, encontramos

m |j,m) = Z (my +ma) |mi,ma) (my,mal|j,m) (7.38)

mi,ma

Multiplicando-se escalarmente esta equagao por (m}, m5| e usando a ortog-
onalidade dos estados |m1,m2) , encontramos

m (m},mh|j,m) = g (M1 +m2) = Gt my Omyms (M7, M M1, ma) (ma, ma |j,m)
—_—
mi,m2

(my +my) (mh, mj |5, m)
ou, suprimindo a linha
m <m1a mo |.7a m> = (ml + ’ITLQ) <m15 m2 |.77 m> (739)
donde conclui-se facilmente que
‘ #0, se m =mq + mo
ernnllmg = <m15 ma |.7; m> (740)
=0, se m # m1 + mo

Assim, os coeficiente de Clebsch-Gordan diferentes de zero que conectam
os estados |7, m) com os estados |mq,msy) sao aqueles para os quais m =
my + ma. Aplicando esta condi¢ao em (7.36), podemos reescrevé-la como

lj,m) = (m1+my=m) Z Im1,ma) (ma,ma |j,m)
miy,msa
= (m1+me=m) Z iy m, ma) (7.41)
mi,m2

Entao, sendo dados dos momentos j; e ja, sabemos a prior: que

—j1<mi <

—Jj2 <ma < Ja (7.42)
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a iguladade valendo para o maior ou menor valor de my ou ms. E evidente
desse intervalo de valores que existem 2j; + 1 valores possiveis para m; e
2j2+1, para mo. Portanto, existem 2j; 4+ 1 estados |j1,m1) e 2j5+ 1 estados
|72, m2) , totalizando (2j1 + 1) X (242 + 1) estados do tipo |j1, jo; m1, m2)
ou estados|my,ms) , obtidos pelo produto direto daqueles estados, isto é:

71, J2; m1,ma) = |j1,m1) @ |ja, m2) (7.43)

Como a base |j,m) é obtida através de uma transformacao na base
|mi,ma), esperamos que o nimero de vetores da nova base |j,m) seja
também igual a (2j; + 1) X (2j2 +1).

Usando a condigao (7.40) podemos encontrar os possiveis valores de m
a partir dos valroes de m; e mg dados por (7.42). A tabela abaixo mostra
como determing-los:

Construcao dos estados |my, ma) e |j,m)

m {Ima, m2)
m m .
# 1 2 (: m1—|—m2) { {|j,m>
0 + PR

! 72 e { {lj1 + J2, 1 + j2)

‘j1_17j2>
-1 J2 o lj1,92 — 1)
1 . . +jo—1 . . .

J1 j2 —1 e lj1 + j2, 71+ 32— 1)
lji+j2—1Lj1+7j2—1)
|j1_27j2>

. . =1, —1

P ” s
2 i — 1 jo — 1 1+ Jo — 2 A .
j1j1 ﬁ -2 T |71+ J2, 71 +j2 — 2)
|71 +J2 — 1,51 +j2 — 2)
lj1 4+ 2 — 2,71 + j2 — 2)
|j17k7.j2>
it —k+1,52—1)
jl_k jg
g—k+1 jo—k—1 o
k . . J1+72—k |‘7,1’J2. k> )

: ; lj1 + J2s J1 + J2 — k)

J Jjo—k lj1 +J2 — 1,1 +j2 — k)
lj1 +j2 — kg1 +j2 — k)

2| i v { PR
|J =7, —7J1 —32>
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Da tabela acima, vé-se que o maior valor de m é m = j; + j2, ao qual
corresponde apenas um vetor da base |myi,ma) = |my = j1,ma = j2) =
|71, j2) . Portanto, o maior valor possivel de m nos estados |j,m) , e também
o maior valor de j é j; + j2, ao qual corresponde também apenas um vetor
na base |j,m) = |j = j1 + j2,m = j1 + j2) = |j1 + j2, 1 + j2) -

Para m = j; 4+ jo — 1, vé-se da tabela que corresponde a dois pares
de valores (my,ma) e, assim, a dois estados da base |my, ma):|j1,j2 — 1)
e |71 —1,j2). Por conseguinte, devemos encontrar também dois vetores
da base |j,m) para esse valor de m: um corresponde a j = j; + jo com
m = j1 + j2 — 1, isto &, |j1 + jo,j1 + j2 — 1) e o outro correspondente a
j=jitje—lem=j1+ja—1,isto & [j1+jo—1,j1+j2—1).

Para m = j1 + j2 — 2 temos trés estados diferentes |mq, ms): |j1,J2 — 2)
g1 = 1,42 — 1) e |j1 — 2, ja2) . Isto signfica que, além dos valor j = j; +
J2, 41+ 72 — 1 deve existir também o valor j = j; + j2 — 2, que correspondem
aos trés estados distintos na base |7, m): |71 + j2, 51 + jo2 — 2), |71 + 2 — 1,41 + jo — 2)
elj1+j2—2,51+j2—2).

Prosseguindo com o nosso raciocinio, notamos que a medida que diminui-
mos o valor de m de uma unidade aumenta o numero de estados |7, m) cor-
respondente ao valor dado de m. Por outro lado, esse aumento no nimero
de estados nao se verifica para todo o espectro de valores de m, pois se
tomarmos o menor valor possivel de m = — (j; + j2) que é obtido a par-
tir do seu valor méximo j; 4 jo subtraindo-se 2 (j; + j2) unidades, vemos
que s6 existe um estado |j,m): |j, —j1 — j2) . Isto significa que o nimero
de estados |7, m) cresce a medida que diminuimos de uma unidade o valor
de m, até determinado valor, a partir do qual o nimero de estados volta a
decrescer com a diminuicdo do valor de m. Como a cada novo estado |7, m)
corresponde um novo valor para j (como vimos anteriormente) devemos es-
perar que exista um valor minimo para j a fim de que o nimero de estados
pére de crescer.

Para encontrarmos o menor valor de j, vamos supor inicialmente que
J1 = jo. Partindo do valor inicial m = j; + jo atingimos o valor m =
J1 + jo — k correspondente ao k-ésimo passo descrito no processo anterior.
Isso equivale a constuirmos (k + 1) vetores da forma |j, j; + jo — k) , onde
j pode tomar os seguintes valores:

j:jl +j27j1 +j2_17j1 +j2_27"' ajl +j2_k7"' )jlllfll

Como o menor valor de j corresponde ao valor dado de m (neste caso,
ambos iguais a j; + j2 — k) e como m = my + mg e, mais, como o menor
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valor de mg = —ja, conclui-se entdo que o menor valor de j ocorre quando?
J2 —k=—j2

ou
k =279

Desta maneira encontramos os valores que j pode ter:
J=n+ie,iitie—Lii+j2— 21— J2

Em geral, j; e jo podem ser qualquer um dos dois momentos e nao nec-
essariamente satisfazer a condicao j; > jo. Se considerarmos, por exemplo,
que jo > j1, empregando o raciocinio anterior, encontrarfamos:

J=n+Jn+tie—-lLna+ti—2,j2—n

Assim sendo, independentemente de quem é j; ou jo, podemos dizer que,
dados os dois momentos, os valores possiveis de j sao:

j:jl—i_jZajl+j2_lajl+j2_27"'a|j1_j2| (744)
Portanto, os valores possiveis de j obedecem a regra do tridngulo, isto é
1 —Jel <J <ji+i2 (7.45)

que é equivalente a condigao que se obtém classicamente para o médulo j
do momento angular total que resulta da adigao de dois outros momentos
de modulos 71 e jo, usando a dlgebra vetorial usual.

Da equacao (7.44), observa-se que os valores de j diferem entre si por um
nimero inteiro (em unidades de f). Assim, por exemplo, se adicionarmos
um momento angular representado por um ndmero inteiro a outro que é
semi-inteiro, todos os possiveis valores do momento resultante serao semi-
inteiros.

Para checarmos nosso argumento para os possiveis valores de j, obtidos
na Eq. (7.44), sabendo que cada multipleto j tem 25 + 1 estados, devemos
que calcular a seguinte soma

J1+J2
> @j+1)=? (7.46)

[71—J2|

9Podemos imaginar o valor de m; = 71 fixo e diminuir passo a passo o valor de ma
desde jo até jo — k até que atinja seu valor minimo ma = —ja. Devemos observar que
este processo é feito sobre mgo, uma vez que, como estamos considerando j1 > ja, ma
atingird seu valor minimo antes que ji.



224 7. Adicao de momentos angulares. Coeficientes de Clebsch-Gordan

cujo resultado nos dard o nimero de estados |7, m), que, evidentemente,
deve ser igual ao nimero de estados da base |my,ms). Fazendo j = j; —
J2 + Kk, isto é, k = j — j1 + jo, e considerando j; > js, tem-se que
Jitj2 2j2
> 2i+1) ST 201 — g2+ k) +1]
=142 k=0
N—— N—— N—

2(j1 —j2) + 1]+ [2(j1 + j2) + 1] y
2

onde, na ultima passagem usamos a soma de uma PA. Logo:

(252 +1)

Ji+Jj2
> 2+ 1) = (201 +1) x (252 +1) (7.47)
|71 —Jz2|

que corresponde ao mesmo nimero de estados da base |my, ma) .

7.5 Coeficientes de Clebsch-Gordan

Os resultados obtidos anteriormente implicam que os coeficientes de Clebsch-

o a dvdedm o o di
Gordan, isto &, C5/52- 0 = (j1,J2;m1,ma | 41, j2; 4, m) s6 sdo diferentes de

zero para os estados que satisfagam as seguintes condigoes:
o m = mj+ mo
JLj2jm
G 720 lj1 + 2l <5 < j1+ 52 (49
Podemos mostrar ainda que os coeficientes de Clebsch-Gordan satisfazem

as relagoes de ortogonalidade. De fato, como os estados |j1, j2; J, ) formam
uma base completa, podemos escrever a expansao

|71, 23 ma,ma) = (m=ma + m2)z 71,52 5,m) (G1, J2; 5, m | s Jas ma, mo)
Jym
(7.49)

e assim

(J1,J2; My, mh | j1, jas ma, ma) =

=2 5m s dasmi,my | g1, go; J,m) (s das g, me | g, J2s ma, me)
ou

— J1j23m - - . / / : P e 4 J1j23m . s g . s . —
(m =my +m2) § Cj1j2m/1m/2 <.717.72am1am2 |.71a.727]7m> (Cj1j2m1m2) <J1a]27jam | ]1a]27m17m2> - 5m1:
Jjm

(7.50)
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De (7.33) podemos encontrar outra relagdo de ortogonalidade:

(m =my +may) Z (1, J2;: 4 m | Ju, Jasma, ma) (Ju, josma, ma| g1, j2; 5, m') = 850 S

miy,msa

(7.51)
Para j = j' e m = m/, isto reduz-se a
(m =my +ma) Z (1, G25 dom | g1, gosma,ma))? = 1 (7.52)
miy,ma
onde estamos considerando os coeficientes todos reais, isto é:
(g1, J25 3o me | g1, josma, ma) = (j1, j23ma, ma j1, j2; J,m) (7.53)

Combinada com a equagdo (7.52), uma relacdo util para determinar-
mos todos os coeficientes é obtida, calculando-se o elemento de matriz
(41, d2;my, mal Jx | j1,j2; j,m), onde Ji = Jix & Jo1. Entao:'

(m1,ma| Jx | j,m) = (my,ma| (J1+ £ Jox) | 4,m)
Mas
(my,ma|Jx|jm)=j(G+1) —m(m=*1) (my,mo|j,m=E1)

e

(my,ma| (Jix £ Jox) | jym) = /51 (1 +1) —mi (m1 F1) (m1 F 1,ma| j,m) +

+v/g2 (Jo + 1) — mg (ma F 1) (mq,ma F 1| 5,m)
Logo:

ViG+1) —m(m+1) (my,me| jm+1) =

=i (1 +1) —mi(mi F1) (mi F1,ma| j,m)+ (7.54)

+v/j2 (Jo + 1) —ma (ma F 1) (my,ma F 1| j,m)

A Eq. (7.54), que é uma férmula de recorréncia para os coeficientes
de Clebsch-Gordan, juntamente com a relacao de ortogonalidade (7.52),
permite-nos determinar todos esses coeficientes.

Para tornar essas férmulas mais funcionais, vamos inicialmente separar
(7.54) nas duas equagbes que realmente sdo, isto &,

VIiG+1) —m(m+1) (my,me| jm+1) =

=i (1 +1) —mi(m1 —1) (m1 — 1,ma| j,m)+ (7.55)

++/J2 (J2 + 1) — ma (m2 — 1) (my,me — 1| 4,m)

10 A partir daqui usaremos a notagio compacta.
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Vi (G +1) —m(m—1) (my,mo| jm—1) =

= \/.]1 (j1+1) — ma (’I"I’Ll +1) <m1+1,m2|j,m>+ (756)

+v/J2 (j2 + 1) —ma (my + 1) (my,ma +1| j,m)

Agora, fagamos m; = j; e m = j em (7.56). De acordo com (7.48), mq
s6 pode tomar o valor para o qual m; + mg = m em (my,mz| j,m). Do
primeiro membro de (7.56), vemos que o valor de my é obtido a partir da
relagdo my +mg = m—1, o que implica (my =j1em =j) ma =j—ji1 — L.
Assim tem-se

ViG+D)=5G-1 Grj—n-15j-1)=

- \/— Ojr Gh+1) — 1 Gr+1) Gr+ 1,5 —q— 1] 4, 5) +

Vi Gz + 1) = (G =g — D G —41) g — i1l 4,4)

\/2—j <j1aj7j1 - 1‘ .]a.]f 1> =
(7.57)

=i+ D) =G —j) G- —1) Gu.j—omnlii)-

Esta equag@o nos permite calcular os coeficientes (ji,j —j1 — 1| 4,7 — 1)
se os coeficientes (41,5 — j1| 4, ) forem conhecidos.

Por outro lado, fazendo-se my = j1, mo =7 — j1 e m = j — 1 em (7.55),
encontramos

V27 (Gu,i—nldd) =v2ih (=17 —4il 7.5 - 1)
(7.58)

=i (e +1) =G —g1)G -5 +1) Gr.j—di—14j—1)

que nos d4 os coeficientees (j1 — 1,7 — 71| 7,5 — 1) em termos daqueles an-
teriores (Eq. (7.57)).

Prosseguindo dessa maneira, encontramos todos os coeficientes, a menos
de uma fase. Os coeficientes de Clebsch-Gordan estao tabelados em diversos
livros textos para muitos valores de j; e jo.
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8

Teoria de perturbacao

Todos os problemas que discutimos até agora resultaram na solugao exata
da equagao de Schrodinger. Porém, a grande maioria dos problemas praticos
nao sao soliveis exatamente, dai a necessidade de estudarmos métodos
aproximados de solucao que nos permitam resolvé-los com um certo grau
de precisao desejada.

Neste capitulo, apresentamos este método, que é aplicdvel a problemas
que sejam muito similares aqueles que tém solugoes exatas. Em tais casos
é possivel dividirmos o Hamiltoniano do sistema em duas partes, uma das
quais, a mais importante, e que caracteriza o sistema para o qual a equagao
de Schrodinger é exatamente solivel, enquanto que a outra, muito menor
que a primeira em ordem de grandeza,! pode ser tratada como uma pe-
quena perturbacao. Por exemplo, se a energia potencial de um sistema for
mudada por influéncia de forgas adicionais, os niveis de energia sao deslo-
cados em relagao ao problema original, e, para perturbagoes fracas, esses
deslocamentos podem ser estimados se os estados originais nao perturbados
forem conhecidos.

Por outro lado, interacdes podem também ser tratadas como pertur-
bagGes e o comportamento temporal dos sistemas que interajam fracamente
pode ser descrito em termos das propriedades dos estados nao perturbados
dos sistemas nao interagentes. Isto leva & teoria quantica das transicoes.

1 Mais adiante, definiremos exatamente o significado desta expressdo.
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As técnicas que usaremos aqui fazem parte da chamada teoria de per-
turbagdo. Distinguiremos dois casos: perturbagao independente do tempo
e perturbacao dependentes do tempo.

8.1 Teoria de perturbacao independente do tempo

8.1.1 Estados nao-degenerados

Como observamos no inicio deste capitulo, a teoria de perturbacgéo é aplicavel
se o Hamiltoniano H do sistema em estudo puder ser escrito na forma

H=H,+ H, (8.1)

onde os autovalores e autovetores de flo sao conhecidos exatamente, e H 1€
muito menor que flo, isto é, uma pequena pertubacao. O Hamiltoniano ﬂo,
que é independente do tempo, é chamado de Hamiltoniano nao-perturbado.
H, pode ser ou nao independente do tempo: no caso de ser independente do
tempo estamos tratando da teoria de perturbacao independente do tempo;
caso contrdrio, temos a teoria de perturbacao dependente do tempo, que
serd estudada mais tarde. Nosso problema entao é encontrar as modifi-
cagoes introduzidas nos niveis de energia e nos estados estaciondrios de Ho,
devido & presenca da perturbacao H,, que neste caso vamos considerar seja
independente do tempo.

Para enfatizarmos o fato de que H 1 ¢ muito menor que H, 0,2 vamos
reescrever (8.1) na forma

onde A é um parametro real e muito menor que a unidade (A < 1). A teoria
de perturbacao consiste entao em expandir os autovalores e autovetores de
H em poténcias de A, mantendo apenas alguns termos nesta expansao; na
prética, um ou dois termos sao suficientes. Durante os célculos, o parametro
A serd usado para comparar ordens de grandeza na expansao.

Os autovalores e autovetores de Hy sao conhecidos, de maneira que

71,0 0 1,0
Ho |up) = E)) |uy) (8.3)
onde |u9L> denota o autovetor e E? o autovalor do n-ésimo autoestado do

sistema nao-perturbado. Os autovetores |u9L> formam um conjunto com-
pleto e, portanto, satisfazem as relagoes

X lun) (] =1

<u0 | u0> = On,n

n’ n

(8.4)

2Mais precisamente: os elementos de matriz de H; sdo muito menores do que os de
Hop.
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Os autovetores |u,,) para o sistema perturbado satisfazem a equagao
a [un) = En |un) (8.5)

e constituem também um conjunto completo. Os nimeros FE,, sao os auto-
valores da energia modificada.

Se A é suficientemente pequeno, podemos esperar que |u,) e F, nao
difiram muito dos correspondentes |u,0L> e EY do sistema ndo-perturbado.
Até primeira ordem em ), podemos escrever

un) = [ud) + Aful) + O (X?)
(8.6)
E, = ES+AEL +0 (\?)

onde os segundos termos do lado direito sao pequenas corregoes da ordem
de A. Substituindo-se estas expressdes na equacao de autovalores (8.5),
obtemos

(Ao -+ M) [[u) +A|ub) + O ()] = (BS +AEL) [Juh) + A fuh) + O (3?)]

Para sermos consistentes, devemos manter apenas os termos que sejam
até primeira ordem em \. Isto sendo feito, obtém-se

Ho [ud)+XHy |ud)+X Hy [ul)+0 (X?) = ED [ud ) +AED [ul ) +AEL [ul)+O (A?)
Tgualando os coeficientes de cada poténcia de A, encontramos
A\ Hy ‘u%> =EY }u%>

(8.7)
AOH, ‘u711> + H,y ’u%> =EY ‘u}) + E} ’u%>

A equagdo correspondente & ordem AY representa, simplesmente, a equagao
de autovalores do sistema nao perturbado. Por outro lado, fazendo-se o
produto escalar da equacio da ordem de A\' com <u9L| , tem-se

(i Ho ) + (uy

Hiuf) = By (uf | un) + By (up | u))

Mas (ul [ul) =1, e (ul

podemos escrever

H, up ) = <ﬂ0u2 | u}L> = EQ (ul | up), logo,

B} = (u| Hy [ul) (8.8)

Este resultado é muito importante: a mudanca no valor da energia do n-

ésimo estado do sistema é, em primeira ordem em A, igual ao valor esperado

do operador perturbagao no n-ésimo estado nao-perturbado. Nesta ordem

de aproximagao, podemos também encontrar os autovetores de H. Para
isto, usamos a completeza dos estados |u%> para expandir |u}L> , Ou seja:

un) = e |up) (8.9)
k
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Usando (8.6) temos ainda
lun) = |ud)+Aluy) +0O (/\2)
(8.10)
= ‘u?) + )\Zc,llk }u2> +0 ()\2)
k

onde, por construgao, ¢ = 1. Resta-nos calcular os os demais ¢}, para

k # n. Substituindo-se (8.10) e (8.8) na Eq. (8.7) para a ordem \!, temos
)\1 : I:I() |u,}1> + ﬁl

ud) = EY |ul) + E} |ud)
ou

Hok # 0 chy, [uf) + Hy |ul)

ESk # an}Lk ’u2> + E! |u2>

k # nz (E?L — Eg) chy |u2>
Fazendo-se o produto escalar da iltima equagao com <u9]

k#n) (B = Eg) eu (uf ) = (u] Hfu) — Bn= 0(uj |un)
N——

Hl |u9l> — ETIL |u2>

obtém-se

0 f[ 0
1 <u1| 1|u’ﬂ> (
i — T e =0 ) ]757?,)
i TEY —E?

Logo:

(ud| Hy )
Cngy = ﬁv (k #n) (8.11)

e, de (8.10), encontra-se

0| 77, [,,0
1 (up| Hy [uj)) 0
up) = ( o o | ), (B #n) (8.12)
n k
k#n

que nos dé a correcao para os estados |u2> até primeira ordem da pertur-
bagao.

Para obtermos corregoes de ordem mais elevada temos que acrescentar
mais termos na Eq. (8.6) e repetir todo o procedimento descrito acima.
Assim, até segunda ordem da perturbacao, obtém-se

lun) = |u2> + A ’ui> + A2 |ui> +0 ()\3)
(8.13)
E, = EJ+AE)+XNE:+0()\)
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Levando essas expressoes em (8.5) temos

(ﬁo + Uﬁh) [u) + A ful) + X |u2) + O (X*)] =

= (BS+AEL+ NE2+ 0 (N) [Jud) + Alul) + A% [u2) + O (3)]

Fazendo-se os produtos indicados e colecionando os termos até a ordem de
2 )
A“, obtém-se

H, ’u%> + \Hj ’u}» + N2 H, ‘u%> + A, ’u%> + N2 H, }u}l> =
= EY Jud) + AES Jul) + NEQ |u2) + AE} |ud) + N E} [ul) + N E2 |ul))
Agora igualamos os coeficientes de mesma potencia em A,

A0 Hy ud) = EY ‘u?)

A Holub)+ Hy|ud) = B9 |ub) + EL |ul) (8.14)

N Holu2) + Hy|ul) = E9 [u2) + EL Jul) + E2 |uf)

As duas primeiras equagoes ja apareceram na correcao de primeira ordem
em \ e, portanto, nio acrescentam nada de novo, uma vez que E! e ’u}) ja
sao conhecidos. Resta trabalharmos com a terceira dessas equagoes para de-

terminarmos E2 e |u?) . Seguindo o procedimento anterior, multiplicamos

escalarmnente essa equagao por <u9l :

<U,9L HQ ]:11

up ) + (up

ub) = B (ud [u2)+ BL (u | ud)+ B2 (ud | )

(8.15)

Para prosseguirmos com esta equacio, precisamos definir a normalizagao

de |u,) . Como essas fungdo vao nos permitir o cédlculo de probabilidades,
devemos impor a condi¢ao

(Un | up) =1
Usando a expansdo completa para |u,) , isto &,
|un) = |u%> +A \u}l> + A2 |ui> + A3 |ui> +e
lembrando que
<u?L | u9L> =1
encontramos a equagao de normalizagdo para |uy,)
(Up | up) = (<ug} +)\<u}L| + A2 <u%} + A3 <uf’l’ RS
x (Jud) + Aful) + N u2) + A% Jud) + -+ ) =

== Lug | un) + X (up [ug) + X (i [) + A (ugy [ )+ =1
——
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Igualando os coeficientes de cada poténcia de A na equacao de normalizacao,
encontramos as seguintes relagoes

A (Wl ub) + (ul [ul) =0
(8.16)
N (g g )+ Qug L) + (up [ uf) =0

Como estamos supondo energias discretas, entdao as fungdes de ondas sao
reais. Entao <u}L | u2> = <u9l | u711> e da primeira relagao da equagao acima,
encontra-se

(uh | up) =0 (8.17)

Usando esta equacao em (8.15), encontramos
(up

Mas, devido & hermiticidade do Hamiltoniano H,

f]o |ui> + <u2

k) = BR (a1 2) + B
(uh| o |u) = (Houl | 2 ) = BY (uf) | u2)

entao .
E? = <u2‘ H, ‘url) (8.18)

Usando |u),) calculado em (8.12), tem-se

g3 (WD)

k#n

]:Il |U2>

Como H; ¢é hermitiano, podemos escrever

~ 2
(g 11 )

E) — EY

E2=)
k#n

(8.19)

que é a expressao que nos permite calcular correcao de segunda ordem na
energia.

Para encontrarmos a corregao nas funcées de onda, vamos usar um pro-
cedimento semelhante aquele usado em (8.9) e (8.10). Assim, expandindo
‘u721> na base |u9L> , isto é:

luZ) =" chy |uf) (8.20)
k#n

e usando a expansao perturbativa da fungdo de onda |u,) até segunda
ordem,

|tn) = ’u%> + A ‘u,11> + A ’ui> + O ()\3)
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ou
H
) = +AZ<%| l}u>>| b)Y e [ul) + O (X)
k#n k#n

onde usamos o resultado ji obtido para |u}t> . Substituindo-se estas equagoes
em (8.14) para a ordem de \*, isto &

Ho |u2) + Hy Juh) = ES [u2) + B} |ul) + B2 |ul)

ou

Hok # 0y c2, [ud) + Hik #ny <—<uk| = ';2“) i) =

=ESk#nY 2 [ul) + ELk #n) (%) |ud) + B2 [ul)

Fazendo o produto escalar com <u9n , se

uk|H1 Iu >

k#nZEk crp (up|ul) +k # Z(ip) (ul,| Hy |u) =

uy | Hy |ug,
—k#nE E?L ?zk m‘uk +E1k7é z:( k’ 1‘E‘0>>5k,m<u9nu2>+E72z_07(m3£n)<u9nu9L>
N — N——

o
b3 (B~ ER) e ) = (ul A1 [u) (%)
kA Z( it 7 i >> (| By )
(- 20) o = (0o (S )
o (SR )

ou

0 Fy 0 0l 77
_ (EO E?n) 2 = <“m’ngLOn>_<;g|Hl |“n> k #”Z ( |H1 ’“k> <;;IB| H, ’“ >>
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e dai:

Gl A o) G| A [u)] Gl A [u) (a1 o)
2 _ L <um| 1% k A m n n =
Cnm 7 "Z I (Eg — Eg) (Eg —Egl) (Eg 7E9n)2
Como

T ool F 0 01 0 0l 7 0 0| 7 0
s _ (ol B [, o B [5) ] _ (o] o [uh) (o] P [uh)
Cot, =M F ”Z (B - B (B - EY) (B0 — E9)?

e de

un) =D e [uR)

k#n

encontramos finalmente:

Hy |ud) (ub] Hy |ul)

= et (R (4

k#n k#n

Com o objetivo de ilustrar o método das perturbacoes, que acabamos de
apresentar, vamos aplicé-lo a alguns exemplos simples.

8.1.2 Aplicagdes da teoria de perturbac¢ao de primeira ordem
Oscilador harmoénico num potencial externo quadrético

Considere um oscilador harmoénico simples de frequéncia natural wqg colo-
1
cado num potencial externo do tipo =ax?. Queremos determinar a mudanca

da energia do n-ésimo estado, devido a esta perturbacao, até primeira or-
dem.
O Hamiltoniano do sistema perturbado é

H=Hy+ H,

onde o Hamiltoniano nao-perturbado do sistema, como sabemos, é

2 2
po_ D 1 o P 1 92
Hy = 5 + 2kac =5 + 5T (8.21)
¢ 1
Hy = Zaz? (8.22)

2

Usando a equagao (8.8) para a energia até primeira ordem, isto &,

By = (un| Hy[uy)

n

2
(Ep — EY)

)
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encontra-se

B} = (18] 50a? [ud)

ou, em termos das integrais,

1 > *
E! = 504/ (u))” 2*ul do (8.23)

— 00

onde u! sdo as autofuncgoes (reais) do oscilador

W0 (C) = 2 () (8.24)

©= =

onde H, (¢) sdo polinémios de Hermite de grau n e { = ( mwo) z.

Dessas duas tltimas equagoes obtem-se

1 1 i e

Com a ajuda de uma tabela de integrais, encontra-se facilmente

1 1
E! = EPN (n + 5) (8.25)

2 muwy

Uma outra forma de se chegar a este resultado é escrever Hy em ter-
mos dos operadores abaixamento e levantamento, a e af, respectivamente.
Lembrando que

mwo 4 p
a= T+1
2 vV 2mwo
(8.26)
al = mwox —1 P
2 V2muwq
podemos reescrever o Hamiltoniano H’o, obtendo-se
- 1
Hy = §hwo + wo ata (8.27)

Da defini¢ao de operador levantamento, podemos obter |uf ), a fungao de
onda do n-ésimo estado excitado, a partir da funcdo de onda do estado
fundamental, |0), isto &,

|up) = An ()" |0) (8.28)

onde 4, = \/% (ﬁ) . De (7?) encontra-se

1
2mwg

Tr =

(' +a)
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Logo, Hi pode ser reescrito como

- 1 1
H, =§OZCE2:§O£ (

i 2
2mw0) (a" 4 a)
Assim, de (8.8), isto é, .

By, = (un| Hy |uy)
encontra-se

[0 2
B = e (] a4 o) ul)

= (] (o + ala el +a?) [ud)
0

Usando a ortogonalidade dos ‘u2> e que

[a, aT] = h,

al |U9L> =/ (n+ 1)ﬁ|u%+1>,

a }u91> = \/%}U[T)Hl% etc.

entao
Bl = o (= Oul ) + (i) + (o o) + = 04u] o* 1))
mwo | N
_ @ o % 1,0 _ /.0 o1, 0N/, 0] . 11,0
= T <<un‘a alug)+= (u)| h+a'a|u)){u)|aa |un>)
= 477:;0 (2 <u9l| ata \u%> +h <u?L | u%>)
Mas,
aTa|u2> = af (a|u2>)
= ot (Var]u)_y))
— Vaha [,
= Vah/((n—1)+1)h|ul)
— VRV )
= nh ’u%>
entao,
E} = 477:;0 <2nh— L(ug |u ) +h = 1{u), |u%>>
= 477(;;0 (2nh + h)

_ ha - 1
T 2mwyg 2
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ou

1 1
E} = L, (n + 5) (8.29)

2 muwy

que concorda com o resultado obtido em (8.25), mas usando apenas as
propriedade de operadores.A energia no nivel n até primeira ordem em «,
isto ¢, B, = ES + E} + O (a?) ,

1 1 h 1
E, = (n—i-é)hwo—i-aam—%(n—i-a)

(8.30)

|
7

3

_|_

N |
~_
=
—
&

o
_|_
N‘
~
_|_
a
°
=

é:

E importante notar que, embora tenhamos resolvido este problema por
um método aproximativo, existe uma solucao exata para a equagao de
Schrodinger do sistema. De fato, rescrevendo o Hamiltonano na forma

2 2 2
A p 1 5 P mw
H==—4+_-(k =X

2m+2(+a)x +

2
“om T2 °

onde a frequéncia modificada w ¢ dada por

\/k—i—a k «
w = = —+—
m m m

I
|
=
+
|

Il
€
[e=}
—
4

e as energias do sistema sao

E, = (n + %) hew (8.31)

Podemos agora comparar a solucao exata com a solucao perturbativa,
expandido w em potencia de ¢ < 1. Usando a equagao

w:wmll—l—%
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encontra-se

an 1/2
w = w0(1+%)
la 2
= w0<1+§g+(’)(a)>
N 1 awq
= w —_——
0Tk
1 awg
= w _—
O 9 w2
1 «
= w0+—
2 mwy

onde usamos k = mwg. Entao, até primeira ordem em c,

_ 1 1 a 2
E, = <n+2>h<w0+2mwo> +(9(o¢)

Como até primeira ordem, E,, = E% + E!  podemos encontrar a corregio
da energia

E, = E,—-E,
1 e 1
= ~|hn —— ) - — ) hw
<n+2> <w0+2mwo) (n+2) 0
ou 5 1
«
Bl = _—— - 8.32
"2 mwg (n+2) ( )

em concordancia com o resultado da teoria de pertubacao.

8.1.8 Estados degenerados

Na teoria teoria de pertubacao desenvolvida na secao anterior, admitimos
que os estados do sistema nao-perturbado eram nao-degenerados. Os resul-
tados praticos desta suposi¢ao podem ser facilmente reconhecidos se obser-
varmos a corre¢ao da fungdo de onda em primeira ordem e a correcao da
energia em segunda ordem de perturbagao, Egs. (8.12) e (8.19), respectiva-
mente. Em ambas as férmulas aparecem uma soma sobre os estados k # n,
com um termo no denominador do tipo (Eg — E,g) . A possibilidade de ex-
isténcia de estados degenerados permite a ocorréncia de EY = EY, para
k # n e, entdo, os valores de ambas as equagdes tornariam-se infinitos, o
que seria um resultado nao fisico.

Com a finalidade de permitirmos a descricdo perturbativa de sistemas
onde ocorram estados degenerados, faremos aqui algumas modificagoes na
teoria desenvolvida anteriormente. Vamos considerar, inicialmente, o pro-
cedimento para um estado nao perturbado que seja duplamente degenerado.



8.1 Teoria de perturbagao independente do tempo 239

A generalizacao para estados com qualquer grau de degenerescéncia serd
imediata.

Assim sendo, vamos admitir que o Hamiltoniano do sistema seja H =
Hy + \H; e que os dois estados degenerados nao perturbados sejam, por
exemplo, |u(1)> e |u8> ,isto é, EY = EY = F,.3

Suponha ainda que estamos interessados na correcao até primeira ordem
no autovetor ’u%> com n = 1. Pela férmula (8.12) isto daria infinito para
k # n = 2, uma vez que <u8|ﬁ1|u(1)> #0e EY — EY = 0. Da mesma
forma para n = 2 e k # n = 1. Por outro lado, mesmo para n = 1 ou
2 ek = 3,4,..., nao haveria este problema ji que estamos restringindo a
degenerescéncia aos estados com n = 1 e 2. Nosso problema, entao, estd
restrito ao subespago dos estados degenerados, enquanto que para os outros
podem ser aplicados os resultados anteriores. No nosso caso especial, o
subespago serd bidimensional e os vetores que descrevem este espago serao
combinacoes lineares de |u(1)> e |u8> , isto &,

[09) = ca1 [ul) + caz |ul), (a=1e2). (8.34)

Note que Hy ’vg> = Ey ’vg> para o = le 2. Vamos considerar que esta
nova base seja ortornormal, no sentido de que se possam determinar os

Caj. Assim
<vg |vg> =1

segue que
lcar” +leaz)* = 1, (@ =1e 2) (8.35)

Além disso, vamos admitir que, nesta base, H = Hy+ \H, seja diagonal
em primeira ordem em A, isto é,

H[0d)=E ) +0(\?)
onde E = Ey 4+ AE'. Assim,
(fo+ A [08) = (Eo+AE") [02)
ou, com [v) =k =1,2>"cax |u),

(Ho+ L) k= 1,25 car [u) = (Eo+AEY) k= 1,25 car [uf)
k= 1,2 car Eo |ud) + Mo = 1,23 cap Hy |ud) = (Bo + ANEY) k= 1,25 car |u)

3Pode-se mostrar que, havendo degenerescéncia, uma combinacio linear das auto-

fungdes é também uma autofungdo pertencente ao mesmo autovalor. Seja por exemplo,
a combinacao linear

‘v0> = |u(1)> +c2 |ug> (8.33)

Como Hp !u?> = Ey |u?> e Hp ‘ug> = FEy |u8> , segue-se Hp |v0> =

ﬁo (01 ‘u?> + c2 |ug>) = FEp |'u0> , como haviamos antecipado.
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, obtém-se

Fazendo-se o produto escalar com <u9

Caj Eo+ Ak =1, Zank <u?| fll |ug> = Fy+ )\Elcaj

Aok = 1,2> cak <u?| H, |u2> = E'c,;
ou

k=1,2%" [(Hl) - El(sjk] Ca =0 (8.36)

Como c,; s@o coeficientes arbitrarios, estaa equacao é satisfeita quando o
determinante dos termos entre parentéses é nulo, isto é,

det ((Hl)jk - Elajk) =0

(ﬁl) a (Hl) 12 | =0 (8.37)

(1), (), ®

Este é exatamente o problema de encontrar autovalores de H, subespaco
dos estados degenerados. Esses autovalores, E', nos ddo a correcao da en-
ergia em primeira ordem de A. Resolvendo (8.37), obtém-se

o= g (), (1), £ () o (), ) e )

(8.38)

ou

A seguir, faremos algumas aplicagbes desta teoria.

8.1.4 Efeito Stark no dtomo de hidrogénio
Método de Dalgarno

O efeito de um campo elétrico externo sobre os niveis de energia de um
atomo de hidrogénio (ou hidrogenéide) é conhecido como efeito Stark. O
Hamiltoniano nao-perturbado é, como sabemos,

2 2

A~ p (&

Hy=— —— 8.39
0 2m r ( )

cujas autofungoes denotamos por Uy, (1,0, @) , sdo as autofungdes do dtomo
de hidrogénio. A perturbagao introduzida pelo campo elétrico £ é dada por

Hy =efz=¢eErcosb (8.40)

onde estamos considerando o campo elétrico constante.
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A corregio em primeira ordem do estado fundamental ul, (r, 0, ¢) é nula,
por questdo de simetria, como pode ser mostrado.* Em vista disso, temos
que procurar corregoes de ordem superiores.

A corre¢ao de energia em segunda ordem, por exemplo, recai num so-
matdério dificil de ser resolvido de forma fechada, quando usamos o método
perturbativo desenvolvido nas se¢Oes anteriores. Dalgarno desenvolveu um
método com o qual é possivel calcularmos EZ,, de forma fechada, que ap-
resentamos a seguir.

Partimos da equacao (8.18) da segéo anterior, que nos dé a corregio da
energia em segunda ordem, isto é

E2 = (uj| H, |uy) (8.41)

Vamos agora admitir que }u}l> e ‘u%> estejam relacionada pela equacao de
operadores R
|un) =G [un) (8.42)

onde G é um operador escalar. Desta forma, a equagao (8.41) torna-se
E? = (ul| HiG |ub) (8.43)

que ¢ exatamente a forma da corre¢ao de primeira ordem do operador
H,G. Assim, para calcularmos a correcao em segunda ordem em teoria de
perturbagao, por este método, precisamos determinar o operador G e entao
calcularmos o valor esperado do produto H;G, o que equivale a usarmos a
teoria em primeira ordem. Assim sendo, tomemos a equagio (8.14) que é
apropriada para o momento, isto é:

AL (HO - Eg) |ul) = — (H1 - E,ll) |u2) (8.44)
Substituindo-se (8.42) nesta equagdo, obtemos:

(o~ B2) G [uf) = — (Fr — B} ) [ud)

ou

HoG ) — B0 [ul) = — (m - Eg) |u2)
oG [ul) = G |uf) = = (= L) [uh)
onde usamos o fato de que Hy \u91> =EY |u2> . Finalmente encontramos

[GHO} ul) =V [ul) (8.45)

1Veja, por exemplo, Gasiorowics: Fisica Qudntica.
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onde definimos o operador
V=H —E! (8.46)

A equagao (8.45) é geral, podendo ser aplicada a qualquer situagao, desde
que o nivel que queremos corrigir possua energia nao-degenerada. Vamos
aplicd-la entdo ao estado fundamental do dtomo de hidrogénio que satis-
faz esse requisito. Neste caso, [ul) = [n =1, =0,m =0) =[1,0,0). Em
termos explicitos, esta fungao é dada por:

1 2

1,0,0) = ————
0= T

e~ T/ao (8.47)

Substituindo (8.39) em (8.45), e lembrando que —e*/r comuta com o
operador GG, que é uma fungdo escalar, temos

6] [u2) = [@,_%vtj_z] )
N h2
_ [G,_%vﬂ )
= E fave ey - v (G )}
= L fav) - ave ) - (956) ul) —2(€)

= E(v6) iy +2(96) - (F1u)))

Mas,
|, 0\ _ 1 2 —r/a _ 1 0 PN
Vv |un> =V (E?e 0] = —a—o ’un> r
Logo,
A A K2 A 2 0G
o\ _ " 2 el 0
o) =g { (7€) - 252 ) say
- . 0G -
onde usamos VG - T :E' Podemos entao escrever
K2 9 A 2 0G o\ 7510

Na verdade, V = H, — E} = Hj, uma vez que E! = 0, para o estado
fundamental do dtomo de hdrogénio. Assim, de (8.40)

V:I:Il =e&rcost
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Finalmente, encontra-se uma equacao de determina G para o estado fun-
damental do dtomo de hidrogénio, isto é:

V3G - ;% = QFL—TeE'r cos . (8.50)
0

Vamos supor uma solugao tipo

ZA; ) P, (cos0) (8.51)

onde P, sao os polindomios de Legendre, onde P; (cos #) = cos . Substituindo-
se na equacao (8.50) obtém-se:

VQZAZ P, (cosb) ———ZA; P (cosf) = ?eé’rPl (cos0)

ag Or

Multiplicando-se esta equacao por Py (cosd) e integrando no argumento,
encontramos

Z/ d(cos0) Py (cos@) V(A (r) P (cos®)) +
1

1
+a30 ZZ: %Al (r) /71 d(cos®) Py (cos®) P (cos0)

2m !
= ﬁe&"/ d(cos®) Py (cosf) Py (cosb)
~1

Usando a ortogonalidade dos polinomios de Legendre, temos, para I’ # 1,
1
Z/ d(cos0) Py (cosf) V(A (r) P (cos®)) +
/-1

1
3Z:QAI (r) / d (cos®) Py (cos®) P (cos®)
ap 4 or 1

=0

Assim, paral’ # 1 equivale ‘solucao da equagao homogénea, Gy, =1 # 1> A; (r) P, (cos0)
que, evidentemente, nao contribui para as mudangas na energia, como se

pode ver da equagéo (8.43). O tinico termo da expanséo que contribui é para

[ = 1, que corresponde a uma solugao particular da equacao inomogénea.

Logo

G = A (r)cos (8.52)
Substituindo em (8.50), encontramos
2 _298 g = 2m ‘
V< [A;1 (r) cos ] a0 Or [A1 (r) cos O] = 2 eErcosl (8.53)
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Usando o laplaciano em coordenadas esféricas
10 0 1 0 0 1 0?
V2= —— 75 0 S
2 or ( 8r> T Zsen0 00 (sen 89) * ZsenZ0 Bl
obtém-se

2 _ cosf O ( ,0A(r) Ai(r) 0 0
V*[A1 (r)cosl] = o (7’ o + Zson 0 90 sen@ae cos 6

cos 6 ( 0A; (r)
T

cos 0 (2r A (1)

9?A; (1) A (r) 0
207 A1 1(r) o
or r or? ) + r2sen 6 00 (=sen®0)
L 204 (T)) A (r)

r or or? r2sen 0

o 2 8141 (?") 02141 ( ) 2
— (; 5 + R r_2A1 (r) ) cosf

+ (—2send cos0)

2

Assim,
9?A1 (1) 2 2\ 041 (r) 2 _ 2m
A solugd desta equagao ¢é
2
Ay (r) = —M e€ ( + am‘) (8.55)

como pode ser facilmente verificado, por substitui¢ao direta em (8.54). Por-
tanto, de (8.52) encontramos

mag

G =A;(r) P (cosf) = *—65 ( + ao) rcos 6 (8.56)

ou
G=- m“%s( +a0) (8.57)

A corregao de segunda ordem da energia pode agora ser feita, usando-se
(8.56) e (8.43), isto é:

EiO,O = <1’0a0|ﬁlé |17070>
= (1,0,0] (e&"cos@)( maoeg ( —‘ra,o)’/‘CObe) |1,0,0)

_ Mo 2.2 ii ﬁ 2 —2r/ag
= h265 <4wa8>/dr(2+a0r>rcos 0e
271 7“3
= 252/ dé?/ d¢ cos? 0 send / dre /oo (— 4 qgr? ) r?
ﬁ27ra0 2

4m > _ rd
E%,o,o = _3712&(2] 6252/0 dr e~ 2/ a0 (; + a0r4>

ou
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Lembrando que

o) an+1
dr e/ = 0 _p)
0 gn+1

encontra-se finalmente

4m e? a8 a8
2 _ 2 0 0
Eoo= "3 agg (2625! + 95 4!)

ou
9 Im

1,0,0 = _4_7126252a3 (8.58)

Este é o resultado da soma da série na Eq. (16-43) do Gasiorowics, usando
a teoria de perturbacao.
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